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ПЕРЕЧЕНЬ ПРАКТИЧЕСКИХ РАБОТ
	Практические работы


	Д/З

	1
	Вычисление определителей третьего порядка.
	отчет

	2
	Вычисление обратной матрицы.
	отчет

	3
	Формулы Крамера.
	отчет

	4
	Метод Гаусса.
	отчет

	5
	Решение систем линейных уравнений с помощью обратной матрицы.
	отчет

	6
	Плоскость. Уравнения плоскости.
	отчет

	7
	Скалярное произведение векторов.
	отчет

	8
	Непрерывность функций в точке и на промежутке.
	отчет

	9
	Производная сложной функции.
	отчет

	10
	Производные высших порядков.
	отчет

	11
	Геометрический смысл производной.
	отчет

	12
	Дифференциал.
	отчет

	13
	Асимптоты графика функции. Построение графиков функции.
	отчет

	14
	Непосредственное интегрирование.
	отчет

	15
	Подстановка в неопределенном интеграле. Интегрирование по частям.
	отчет

	16
	Вычисление определенного интеграла. Подстановка в определенном интеграле.
	отчет

	17
	Вычисление площадей плоских фигур.
	отчет

	18
	Вычисление объема тела вращения.
	отчет

	19
	Несобственные интегралы.
	отчет

	20
	Дифференциальные уравнения первого порядка с разделяющимися переменными.
	отчет

	21
	Уравнения второго порядка, допускающие понижение порядка.
	отчет

	22
	Решение дифференциального уравнения у(n)=f(x)
	отчет

	23
	Линейные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами.
	отчет

	24
	Признаки сходимости положительных рядов.
	отчет

	25
	Свойства равномерно сходящихся рядов.
	отчет

	26
	Ряды Тейлора и Маклорена. Ряды Фурье.
	отчет

	27
	Формула полной вероятности. Формула Байеса. Формула Бернулли.
	отчет

	28
	Дискретные случайные величины. Дисперсия.  Математическое ожидание и дисперсия числа появления события в независимых испытаниях.
	отчет


Порядок выполнения отчета по практической работе

 1. Ознакомиться с теоретическим материалом по практической работе.

2. Выполнить предложенное задание согласно варианту по списку 

группы.

3. Продемонстрировать результаты выполнения предложенных заданий 

преподавателю.

4. Составить по практической работе отчет.

5. Ответить на контрольные вопросы.
Практическая работа №1
Вычисление определителей третьего порядка.

Цель: научиться вычислять определитель третьего порядка методом треугольника и разложением на определители второго порядка
Теоретические обоснования

Матрицей (или прямоугольной матрицей, или [m,n]-матрицей) называется прямоугольная таблица из чисел, содержащая m строк и n столбцов:                                         
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 или сокращённо: 
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      Числа m и n называют размерами матрицы, а 
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- ее элементами. Индексы i и j указывают соответственно на номер строки и номер столбца, на пересечении которых находится 
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матрица 
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, а ее элементами являются числа 
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 Принято матрицы обозначать большими буквами А, В, С, …, а их элементы – малыми: 
[image: image8.wmf].
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      Наиболее часто встречаются следующие виды матриц:
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    O[m,n]- нулевая, E[n,n]- единичная матрицы. Особую роль в матричном исчислении играют квадратные матрицы, т.е. такие матрицы, у которых количество строк и столбцов совпадает: m = n. Число n в этом случае называют порядком матрицы. В частности, единичная матрица всегда квадратная. Если у квадратной матрицы 
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 для всех i,j , то такая матрица называется симметрической. Квадратная матрица называется треугольной, если все её элементы, стоящие выше (или ниже) главной диагонали, равны нулю. Так, из представленных ниже, матрица А – верхнетреугольная, В – нижнетреугольная, С – симметрическая:
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     Транспонированной матрицей для матрицы A[m,n] называется матрица 
[image: image15.wmf]]
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, каждая строка которой состоит из тех же элементов, что и столбец исходной матрицы. В частности, для матрицы 
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 транспонированной к ней является матрица 
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. Если же матрица А симметрическая, то 
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    Суммой двух матриц А[m,n] и B[m,n] называется третья матрица C[m,n], каждый элемент которой 
[image: image20.wmf]j
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 - соответственно элементы матриц А и В , i=1,2,…,m, j=1,2,…,n. Заметим, что матрицы А, В и С одного и того же размера. Операция сложения матриц подчиняется следующим законам:

     A[m,n] + O[m,n] = a[m,n], если О – нулевая матрица.

     A[m,n] + B[m,n] = B[m,n] + A[m,n] – ( коммутативность ).

    (A[m,n] + B[m,n]) + C[m,n] = A[m,n] + (B[m,n] + C[m,n]) – 

    - ( ассоциативность ).

   Произведением матрицы A[m,n] на число ( называется матрица B[m,n] того же размера, каждый элемент которой 
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, i=1,2,…,m, j=1,2,…,n. Операция умножения матрицы на число обладает следующими свойствами:

  (((()(А = (((((А);  (( + () (А = ((А + ((А;   (((А + В) = ((А + ((В, 

где (, ( - действительные числа, А и В – матрицы одинакового размера. Например: 
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    Произведением матрицы A[m,n] на матрицу B[n,p] называется матрица C[m,p], каждый элемент которой находится так:                                                          
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Заметим, что умножение матриц возможно только тогда, когда количество столбцов первой матрицы равно количеству строк второй. Так, произведение матриц 
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 существует, так как количество столбцов матрицы А и количество строк матрицы В равны 3.

Умножение матриц подчиняется закону ассоциативности: 

(А(В)(С = А((В(С) , если эти произведения возможны, и связано с операцией сложения законами дистрибутивности

        А((В + С) = А(В + А(С,  (А + В)(С = А(С + В(С.

Следует подчеркнуть, что произведение матриц не подчиняется привычному закону коммутативности, т.е. в общем случае 
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, и более того, одно из произведений может существовать, а другое быть неопределённым. Так, в предыдущем примере, В(А вычислить нельзя, так как матрица В имеет один столбец, а матрица А – три строки. Рассмотрим пример. Пусть
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. Найдём А(В. Матрица А имеет размеры 
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. Согласно правилу умножения матриц, каждый элемент 
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 матрицы С получается как сумма произведений элементов i-ой строки на элементы j-ого столбца матрицы В. Таким образом,                                                    
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  Итак, 
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не определено, так как количество столбцов у матрицы В равно 2, а у матрицы А три строки.
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    Рассмотрим произвольную квадратную матрицу A[n,n]. Свяжем с ней определенную числовую характеристику, называемую определителем или детерминантом. Для определителя используются следующие обозначения: 
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     Рассмотрим понятие определителя для случаев n = 1, n = 2, n = 3. Пусть 
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 Определителем квадратной матрицы первого порядка назовём само число
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 Для случая n = 3 выражение для определителя матрицы имеет вид:        
[image: image41.wmf].

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

A

det

1

1

3

2

2

3

3

3

2

1

1

2

3

1

2

2

1

3

3

1

2

3

1

2

1

3

3

2

2

1

3

3

2

2

1

1

3

3

2

3

1

3

3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1

×

×

-

×

×

-

×

×

-

-

×

×

+

×

×

+

×

×

=

=

      (2.2)  

        Для запоминания формулы (2.2) нужно уяснить так называемое правило треугольников: Каждое слагаемое определителя состоит из произведения трех элементов, причем три слагаемых берутся со                                                   

знаком “+” и три слагаемых со знаком “-“. Правило треугольников (или Саррюса) состоит в том, что со знаком “+” берут произведения элементов, стоящих на главной (правой) диагонали, а также стоящих на параллельных этой диагонали прямых и углового элемента, замыкающего треугольник, а со знаком “-“ произведения элементов вспомогательной (левой) диагонали и произведения элементов, стоящих в вершинах треугольников, построенных аналогично предыдущему случаю:
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     Другими характеристиками матрицы являются минор и алгебраическое дополнение. Минором элемента 
[image: image45.wmf]j
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 матрицы А[n,n] называется определитель (n-1)-го порядка, полученный путём мысленного вычёркивания i-ой строки и j-го столбца. Обозначают минор символом 
[image: image46.wmf].
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 Алгебраическим дополнением элемента 
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 матрицы А[n,n] называется число 
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 миноры равны определителям 
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, а алгебраические дополнения тех же элементов 
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 Легко заметить, что алгебраическое дополнение элемента 
[image: image54.wmf]j
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 матрицы А[n,n] может отличаться от минора того же элемента лишь знаком, причем 
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, если сумма индексов i+j – четное число и  
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  Введем общее определение определителя квадратной матрицы                                                     

произвольного порядка 
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    Определителем матрицы А[n,n] называется число, равное сумме произведений элементов какой-либо строки (или столбца) на их алгебраические дополнения: 
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    Заметим, что если элементы какой-либо строки умножить на алгебраические дополнения элементов другой строки, то получим в результате нуль. Важно отметить также, что номер строки i (или столбца) в определении определителя не имеет значения и может принимать любое из значений 1, 2 , …, n. Формулу (2.3) называют разложением определителя по i-ой строке. В частности, определитель 3-го порядка путем разложения его по первой строке можно вычислить по формуле   
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Аналогично можно записать формулы разложения определителя по 2-ой или 3-ей строке или по любому столбцу. Например, вычислим определитель 3-го порядка путём разложения его по второй строке:
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     Существенно упростить вычисление определителей позволяют его свойства. Отметим без доказательства некоторые из них.

1. Если строки матрицы определителя сделать столбцами с теми же номерами (т.е. транспонировать матрицу), то определитель не изменится.

2. Общий множитель элементов какой-либо строки (или столбца) можно вынести за знак определителя как множитель.

3. Определитель равен нулю, если                                                                 

                         - он имеет нулевую строку (или столбец);

                         - две его строки (или столбца) одинаковы;

                         - две его строки (или столбца)  пропорциональны.

4. При перестановке двух строк (столбцов) определитель меняет знак.

5. Если каждый элемент некоторой строки (столбца) определителя представлен в виде суммы двух слагаемых, то определитель равен сумме двух определителей, у которых все строки (столбцы), кроме данной, прежние, а в данной  строке (столбце) в первом определителе стоят первые, а во втором - вторые слагаемые.

6. Определитель не изменится, если к элементам одной строки (столбца) прибавить соответственные элементы другой строки (столбца), умноженные на одно и то же число (теорема о линейной комбинации параллельных рядов определителя).

7. Определитель треугольной матрицы равен произведению ее диагональных элементов. В частности, определитель единичной матрицы равен 1: det(E) = 1.
8. Для любых двух матриц A[n,n] и B[n,n] имеет место равенство:
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   Рассмотрим пример. Вычислим определитель третьего порядка с использованием его свойств:
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6

)

7

(

1

6

0

0

11

7

0

4

3

1

17

7

0

11

7

0

4

3

1

5

2

3

3

1

2

4

3

1

-

=

×

-

×

=

-

-

=

-

-

-

=

-

-

.

   Первый шаг: умножили первую строку на (-2) и сложили со второй; результат записали во вторую строку; далее – умножили первую строку на (-3) и сложили с третьей, результат записали в третью строку.

   Второй шаг: вторую строку умножили на (-1) и сложили с третьей, результат записали в третью строку.

   Третий шаг: воспользовались свойством 7.

   Замечание. Первый и второй шаги не изменили определителя и свели его к диагональному виду.

Практическое задание

Задание 1

Вычислите определители третьего порядка
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Задание 2 Вычислите определить 

а) второго порядка


[image: image70.wmf].
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б) третьего порядка


[image: image71.wmf]          
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Контрольные вопросы:

1.Дать определение матрицы.
2. Что означает символ 
[image: image72.wmf]ij

a

?
3. Какая матрица называется транспонированной по отношению к матрице А?
4. Какую матрицу называют квадратной порядка n?
5. Дать определение определителя 2-го порядка.

6. Дать определение определителя 3-го порядка.

7. Чему равен определитель транспонированной матрицы?

8.  Как изменится величина определителя, если в матрице поменять местами 2 строки (столбца)?

9. Можно ли  вынести за знак определителя общий множитель строки или столбца?

   10.Чему равен определитель, если все элементы некоторой строки (столбца) равны 0?

11.Чему равен определитель, если он имеет  две одинаковых строки (столбца)?

12. Сформулируйте правило вычисления определителя 2-го порядка.

13. Сформулируйте правило вычисления определителя 3-го порядка.

Практическая работа №2
Вычисление обратной матрицы.

Цель: научиться вычислять обратные матрицы

Практические задания

Задание 1. Найти алгебраические дополнения элементов 
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Задание 2. Найти матрицу А-1, если 
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 EMBED Equation.3 [image: image81.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

0

2

1

1

5

1

0

2

2

.

7

À



 EMBED Equation.3 [image: image82.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

1

2

3

1

4

1

2

2

1

.

8

À



 EMBED Equation.3 [image: image83.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

3

0

1

2

2

2

0

2

1

.

9

À



 EMBED Equation.3 [image: image84.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

2

1

1

1

2

1

0

2

2

.

10

À


Контрольные вопросы

1. Дайте определение матрицы. Что называется размерами матрицы?

2. Какие виды матриц Вы знаете?

3. Сформулируйте правила  сложения  матриц  и умножения их  на  

     число. Каким законам подчиняются эти операции?

4. Как умножить две матрицы? Справедлив ли коммутативный закон умножения: АВ=ВА ? Ответ обосновать.

5. Что называется определителем матрицы?

6. Дайте определения минора и алгебраического дополнения элемента матрицы.

7. Какие способы вычисления определителей Вы знаете?                                                                                                   

8. Напишите формулу для вычисления определителя 3-го порядка методом треугольника (Саррюса).

9. Каково правило для вычисления определителя путем его разложения по строке (столбцу)?

10. Какие элементарные преобразования над строками матриц  

         Вам известны?

11. Что называется рангом матрицы? Способы его вычисления.

12. Дать определение обратной матрицы.

13. Какая матрица называется невырожденной?

14. Как найти обратную матрицу?

Практическая работа №3
Формула Крамера
Цель: научиться решать системы трех линейных уравнений по формулам Крамера.

Теоретические обоснования

    Системой линейных уравнений называется система вида
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 где 
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неизвестные, 
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( i =1, 2, …, m, j =1, 2, …, n ) – числа – коэффициенты линейной системы, 
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- числа – свободные члены.

  Если количество неизвестных n совпадает с количеством уравнений, то система (4.1) называется квадратной.

     Если все свободные члены 
[image: image89.wmf]i

b

( i = 1, … , m ) равны нулю, то СЛУ называется однородной, в противном случае – неоднородной.

     Решением системы (4.1) называется совокупность n чисел 
[image: image90.wmf]n
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, которая при подстановке в систему на место неизвестных 
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обращает все уравнения в тождества.

     Если система имеет хотя бы одно решение, то она называется совместной, и несовместной, если у неё не существует ни одного решения. Совместная система носит название определённой, если она имеет единственное решение, и неопределённой, если у нее существует множество решений.

     Однородная система всегда совместна, т.к. она обладает так называемым тривиальным решением 
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     Можно доказать, что однородная система имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, когда ранг матрицы, составленной из коэффициентов, меньше количества неизвестных, то есть 

rg (A[m,n]) ( n. Из этого утверждения вытекает, что необходимым и достаточным условием существования нетривиального решения у квадратной однородной системы является условие det A[n,n] = 0. 

  Назовем    
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 основной матрицей системы или матрицей коэффициентов,
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 - расширенной матрицей системы (4.1),
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 - матрицей-столбцом неизвестных;
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 - матрицей-столбцом свободных членов.

Систему (1.1) можно записать в виде:
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,          (1.2)                    или коротко А(Х = В. Это матричная запись системы (1.1).

    Однородная система линейных уравнений в матричной форме будет иметь вид: 

                                           А(Х = О,                                                   (1.3)

где О = О[m,1] – нулевая матрица.

    При решении линейных систем возникают следующие вопросы:  Является ли система совместной? Сколько решений имеет система (одно или множество ) ? Как найти решение совместной системы?

    На первый вопрос отвечает теорема Кронекера-Капелли:

    Для того, чтобы линейная система являлась совместной, необходимо и достаточно, чтобы ранг расширенной матрицы системы равнялся рангу матрицы коэффициентов ( 
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    Для отыскания решений системы (1.1) наиболее употребительными являются метод Крамера, матричный способ и метод Гаусса. Первые два из них применимы, если система линейных уравнений квадратная, а матрица коэффициентов невырожденная. Метод Гаусса – универсальный и экономичный метод, позволяющий решать любые системы линейных уравнений и отвечать на все три, пос-авленные в начале этого пункта, вопроса.

    Приведем без доказательства теорему Крамера:

    Квадратная система линейных уравнений с определителем ос-новной матрицы, отличным от нуля, имеет и притом единствен-ное решение, определяемое формулами:
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где 
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- вспомогательный определитель, получающийся из определителя ( заменой его k-го столбца столбцом свободных членов с сохранением без изменения всех остальных столбцов (.

     Решим систему трех линейных уравнений с тремя неизвестными методом Крамера:
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Составим главный определитель системы и вычислим его по правилу треугольников    
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Определитель ( ( 0, следовательно, система имеет единственное решение. Вычислим теперь три вспомогательных определителя 
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  заменим 1-й столбец в главном определителе на столбец свободных членов системы, остальные два столбца оставим без изменения 
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Аналогично вычислим два других определителя                                                 
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  (Убедиться самостоятельно, что расчёты проведены правильно).

    Решение найдём по формулам Крамера:
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    Итак, система имеет единственное решение, определяемое точкой  (1, -1, 2) в трехмерном пространстве.

Практические задания

Решите систему уравнений по формулам Крамера 
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Тест-тренинг

1.  Даны матрицы 
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2. Пусть 
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 3. Найти произведение матриц А(В, если 
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    4. Какие размеры имеет матрица 
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    5. Пусть 
[image: image119.wmf].
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 Какие из следующих произ-

     ведений существуют: А(В, Ат(В, Ат(Вт, А(Вт, В(А, Вт(А, В(Ат, Вт(Ат ?

     6. Пусть 
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     7. Какие из следующих равенств (если они определены) верны для всех матриц   

      a) А((В(С) = (А(В)(С;     b) А(В = В(А;    c) (А + В)T = АT + ВT;   

      d) (А(В)T = АT(ВT;          e) А((В+С)=А(В+А(С  ? 

     8. Найти определитель матрицы 
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9.  Вычислить определитель 
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   10. При каком значении ( определитель 
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   11. Пусть определитель некоторой матрицы А равен 2. Каким 

    станет определитель, если изменить А в следующем порядке:

d) умножить третий столбец на 3;

b) разделить первую строку на 2;

c) прибавить к первой строке вторую;

d) переставить местами второй и третий столбцы ?

   12. Найти обратную матрицу
[image: image124.wmf]1
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   13. Какие из следующих матриц имеют обратную ?
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   14. Найти обратную матрицу 
[image: image126.wmf]1
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   15. Пусть определитель матрицы А равен 2.

         Найти определитель матрицы 
[image: image127.wmf]1
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   16. Выразить неизвестную матрицу Х через известные А, В, С, D    

         из матричного уравнения А(Х(В + А(Х + С = D.

   17. Решить систему уравнений 
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         Крамера.

  18. Найти ранг матрицы 
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Контрольные вопросы

1. Какая система линейных уравнений называется однородной?  

         Неоднородной? Определённой? Неопределённой? Совмест-  

         ной? Несовместной?

2. Что называется общим решением системы линейных уравне-  

         ний?

3. Когда система уравнений имеет единственное решение? Все-

         гда ли совместна однородная система уравнений?

4. Записать формулы Крамера.

Практическая работа №4

Метод  Гаусса.

Цель: научиться решать системы трех линейных уравнений методом Гаусса.

Теоретические обоснования

     Суть метода Гаусса заключается в том, что расширенную матрицу системы сводим путём элементарных преобразований к ступенчатому виду. Определяем далее ранг расширенной матрицы и ранг матрицы коэффициентов.

1. 
[image: image130.wmf]rgA
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, тогда система совместна, причём

     имеет единственное решение, если rgA = n, 

    имеет множество решений, если rgA < n,

    где n – количество неизвестных.

2. 
[image: image131.wmf]rgA
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, тогда система несовместна.

      Методом Гаусса исследуем систему линейных уравнений:
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     Выпишем расширенную матрицу системы и приведём её к ступенчатому виду:
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Условие теоремы Кронекера-Капелли не выполнено (
[image: image136.wmf]p
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), поэтому система несовместна, т.е. не имеет решений.

        Решим методом Гаусса систему
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Имеем
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Исходная система эквивалентна следующей:
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Из второго уравнения находим 
[image: image141.wmf].
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Подставляя значения 
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. Итак, система имеет единственное решение: Х = (1, 2, -2).

     Метод Гаусса, в отличие от метода Крамера и матричного, применим для решения любых систем линейных уравнений.

Практические задания

ВАРИАНТ 1
Решите системы линейных уравнений методом Гаусса:
[image: image144.png]
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 ВАРИАНТ 2
Решите системы линейных уравнений методом Гаусса:
а) [image: image148.png]




 INCLUDEPICTURE "https://ds02.infourok.ru/uploads/ex/0aea/00079881-62517b78/hello_html_65979d89.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image149.png]
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Контрольные вопросы

1. Что называется общим решением системы линейных уравне-  

         ний?

2. Когда система уравнений имеет единственное решение? Все-

         гда ли совместна однородная система уравнений?

3. Какова матричная запись системы уравнений?

4. Сформулируйте теорему Кронекера-Капелли.
 5. В чём суть метода Гаусса?

Практическая работа №5
Решение систем линейных уравнений с помощью обратной матрицы.

Цель: научиться решать системы линейных уравнений с помощью обратной матрицы.

Практические задания

№ 1. Вычислить определители 2-го порядка:

а) 
[image: image152.wmf]2
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d) решить уравнение
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№ 2. Вычислить определители методом разложения по строке (столбцу), или используя свойства определителя:

a) 
[image: image156.wmf]3
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d) 
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№ 3. Вычислить определитель методом приведения к треугольной форме:

а) 
[image: image162.wmf]2
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№4. Решить системы уравнений с помощью обратной матрицы:

а) 
[image: image164.wmf]î
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№ 5. Решить систему уравнений с помощью обратной матрицы:


[image: image166.wmf]ï
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№ 6. Вычислить определители 2-го порядка:

а) 
[image: image167.wmf]2
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b) 
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d) решить уравнение: 
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№ 7. Вычислить определители методом разложения по строке (столбцу), или используя свойства определителя:

a) 
[image: image171.wmf]1
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[image: image172.wmf]7

0

5

4

0

6

3

2

1

-

-

, c) 
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d) 
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№ 8. Вычислить определитель методом приведения к треугольной форме:

а) 
[image: image177.wmf]3
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b) 
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№9 Решить системы уравнений с помощью обратной матрицы:

а) 
[image: image179.wmf]î
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№ 10. Решить систему уравнений с помощью обратной матрицы:


[image: image181.wmf] 
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Контрольные  вопросы
  1. Дать определения операций сложения, умножения матриц, умножения матрицы на число.

  2. Каким условиям должны удовлетворять размеры матриц при сложении, умножении?

  3. В чём заключаются свойства алгебраических операций: коммутативность, ассоциативность, дистрибутивность? Какие из них выполняются для матриц при сложении, умножении, а какие нет?                                                             

  4.Что такое перестановка порядка n?

  5. Что такое инверсия?

  6. Какие перестановки называются чётными, какие нечётными?     

  7. Сколько существует различных перестановок порядка n, сколько из них чётных?

  8. Дать общее определение определителя квадратной матрицы.

  9. В чём заключается правило треугольников ?

  10. Перечислить свойства определителей.

  11. Что такое единичная матрица, каковы её свойства ?

  12. Что такое алгебраическое дополнение элемента матрицы?

  13. Что такое обратная матрица? Для каких матриц она определена?

  14. Сформулировать теорему о существовании и единственности обратной матрицы.

  15. Сформулировать лемму о транспонировании произведения матриц.

  16.  Какие системы называются эквивалентными?

  17. Какие системы называются совместными, несовместными, определёнными, неопределёнными, однородными, неоднородными?

  18. Написать формулы Крамера.                                                  

  19. Как записать и решить систему в матричной форме?

  20. Что такое  ранг  матрицы?  Сформулировать теорему  Кроне-

кера-Капелли.

  21. Что такое элементарные преобразования матрицы?

  22. В чем заключается метод  Гаусса для решения  систем  линей-

ных уравнений?

  23. Как найти определитель матрицы методом Гаусса?

  24. Как найти обратную матрицу методом Гаусса?

  25. Как найти ранг матрицы методом Гаусса?

  26. Как методом Гаусса определить, будет ли система совместной или нет, определённой или нет?

  27. Как записать  базисное  множество  решений  неопределённой 

системы?

  28. Какие неизвестные называются главными, какие свободными?

  29. Какими свойствами обладают  решения однородной  системы  

линейных уравнений?

  30. Может ли однородная система линейных уравнений быть  не-совместной? При каком условии она имеет более одного решения?

Практическая работа №6

Плоскость. Уравнения плоскости.

Цель: изучить различные виды уравнения плоскости в пространстве; научиться составлять уравнение плоскости, проходящей через заданные точки.

Теоретические задания

1. Общее уравнение плоскости.

2. Уравнение плоскости, проходящей через заданную точку перпендикулярно заданному вектору- нормали.

3. Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки.

4. Угол между плоскостями. Условия параллельности и перпендикулярности двух плоскостей.

5. Расстояние от точки до плоскости.

6. Каноническое и параметрические уравнения прямой, проходящей через заданную точку параллельно заданному вектору.

7. Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки.

8. Угол между прямыми. Условия параллельности и перпендикулярности двух прямых.

9. Угол между прямой и плоскостью. Условия параллельности и перпендикулярности прямой и плоскости.

Практические задания

№1.Плоскость проходит через точку 
[image: image183.wmf](
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. 1) найти уравнение плоскости, 2) найти точку пересечения плоскости с координатными осями, 3) построить плоскость.

№2. Построить плоскости: 1) 
[image: image185.wmf]0
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№3. Составить уравнение плоскости, проходящей через:

1) точку 
[image: image187.wmf](
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№4. Найти угол между двумя плоскостями 
[image: image192.wmf]0
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№5. При каких значениях параметров параллельны плоскости 
[image: image194.wmf](
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№6. При каких значениях р перпендикулярны плоскости 
[image: image196.wmf]0
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№7. При каких значениях m и п векторы 
[image: image198.wmf](
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№8.Найти расстояние от точки 
[image: image200.wmf](
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№9. Найти высоту DO тетраэдра DABC, как расстояние от вершины D до плоскости ABC, если 
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№10. Найти уравнение прямой, проходящей через:

1) т. 
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3) две точки 
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№11. Найти угол между прямой и плоскостью и точку их пересечения:

1) 
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№12. При каких значениях р прямая 
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№13. Найти точку, симметричную точке 
[image: image217.wmf](
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Практическая работа №7

Скалярное произведение векторов.

Цель: 1) вспомнить понятия: модуль вектора и скалярное произведение векторов, формулы для их нахождения; 2) научиться находить модуль и скалярное произведение векторов, используя изученные формулы.

Теоретические упражнения

1. Действия над векторами. Проекция вектора на ось. Разложение вектора по базису 
[image: image219.wmf]k
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2. Скалярное произведение двух векторов. Угол между векторами. Условие ортогональности и коллинеарности двух векторов.

3. Векторное произведение двух векторов. Свойство антикоммутативности. Вычисление площади треугольника.

4. Смешанное произведение трех векторов. Условие компланарности трех векторов. Вычисление объема тетраэдра.

Практические задания

№1. В треугольнике 
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№3. Даны модуль и углы с осями Ох и Оу вектора 
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№4. Векторы 
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№5. Даны координаты точек 
[image: image238.wmf](
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Найти: 1) скалярное произведение 
[image: image239.wmf]C
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№6. При каких значениях m векторы 
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№7. При каких значениях m и п векторы 
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№8. Вектор 
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№9. Даны векторы: 


[image: image249.wmf](

)

k

j

i

a

-

-

=

6

3

, 
[image: image250.wmf](

)

5

,

4

,

1

-

=

b

,
[image: image251.wmf](

)

12

,

4

,

3

-

=

c

.

Найти: 1) 
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 Угол между этими векторами равен 
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№11. Даны три точки: 
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 Найти: 1) векторное произведение 
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№12. Вектор 
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№13. Даны две тройки векторов: 1)
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. Найти смешанное произведение каждой тройки, определить компланарную тройку. Если векторы не компланарны, то какую (левую или правую) тройку они составляют?

№14. Найти объем тетраэдра 
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№15. Принадлежат ли одной плоскости четыре заданные точки: 1) 
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Контрольные вопросы

1.Что называют модулем вектора?

2.Как найти модуль вектора, зная координаты вектора?

3.Что называют скалярным произведением векторов?

4.Как вычислить скалярное произведение векторов?

Практическая работа №8

Непрерывность функций в точке и на промежутке.
Цель: научиться исследовать функции на непрерывность.
Теоретические обоснования

1. Функция y=f(x) называется непрерывной в точке 
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, т.е. бесконечно малому приращению аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции.

4. На практике удобно пользоваться следующим критерием. Для непрерывности функции y=f(x) в точке x0 необходимо и достаточно, чтобы

1) 
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2) существовали односторонние пределы 
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3) все эти три числа равны между собой, т.е.
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Различают три типа точек разрыва.

1) Точки устранимого разрыва
Односторонние пределы существуют и равны между собой, но не совпадают со значением функции или значение функции не существует, т.е. 
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2) Точки разрыва 1-го рода (конечный разрыв)

Односторонние пределы конечные, но не равные 
[image: image289.wmf])
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 называется скачком функции в точке х0.

3) Точки разрыва 2-го рода (бесконечный разрыв)

Если хотя бы один из односторонних пределов равен бесконечности или не существует, то х0
[image: image291.wmf]-

точка разрыва 2-го рода. Все вышесказанное относится к точке х0, не являющейся границей области определения функции. Если х0 граница области определения, то в этой точке рассматривается односторонняя непрерывность.

Практическая часть

Исследовать на непрерывность и построить графики функций 
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Найти точки разрыва и устранить разрыв, если это возможно.
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Подобрать параметры так, чтобы функция была непрерывной.
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Контрольные вопросы

1.Функции ее основные свойства.

2.Предел функции.

3.Замечательные пределы.

4. Непрерывность функции. Точки разрыва.

Практическая работа №9

Производная сложной функции.

Цель: научиться вычислять производные степенной, показательной, логарифмической и тригонометрической функций, функций заданных неявно и параметрически, сложных функций.

Теоретические задания

Таблица производных
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Правила дифференцирования
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Производная сложной функции равна произведению производных всех составляющих ее функций.

Практические задания

Вариант№1

Найти производные следующих функций:

1.  у = 3х5 - 
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3.  у = (2х – 1)
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5.  у = sin2x cos2x. Вычислить у' 
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6.  у = arcsin (tgx)
7.  y = x2 ℓnx
8.  y = 7
[image: image362.wmf]х
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9.  y = ℓn (sin x + cos x)

10. Найти  значение Х, при которых f'(x)
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 если f(x) = x3 – ℓnx 

Вариант №2

Найти производные следующих функций:

1.  у = х - 
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4.  у = (х + 
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6.  у = arccos 
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7.  y = ℓnctgx. Вычислить у'
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8.  y = 
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10. Найти  значение Х, при которых f'(x)
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     если f(x) = x2 – ℓnx
Вариант №3

Найти производные следующих функций:
1. 
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6.  
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10. Найти  значение Х, при которых f'(x)
[image: image386.wmf]0
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, если

F(x) = 3x4-4x4-12x2+3

Вариант №4

Найти производные следующих функций:

1. 
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2. 
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10. Найти Х из уравнения f'(x)
[image: image396.wmf]<

  f'(0), если f(x) = 
[image: image397.wmf]x
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Контрольные вопросы

1. Определение производной.

2.Производная сложной функции.

3.Логарифмическая производная.

4. Таблица производных и правила дифференцирования

Практическая работа №10
Производные высших порядков.

Цель: научиться вычислять производные высших порядков с применением таблицы производных и правил дифференцирования.
Теоретические обоснования

Производной п-го порядка называется производная от производной п -1 - го порядка:
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)

(

)

(

)

1

n

n

yy

-

¢

=

.
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Производные п -го порядка для некоторых функций.

1) Степенная функция
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2) Тригонометрические функции


[image: image402.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

sinsin,coscos

22

nn

nn

n

n

axaaxaxaax

p

p

æö

æö

ç÷

ç÷

èø

èø

=+=+

.

3) Логарифмическая функция


[image: image403.wmf](
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4) Показательная функция
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Производная п-го порядка для произведения двух функций (формула Лейбница)
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Практические задания
Найти производные указанного порядка

1. а) 
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Найти производные п-го порядка:
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Используя формулу Лейбница, найти производные указанного порядка
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Контрольные вопросы

1.Дифференциал.

2.Производная высших порядков.

3. Таблица производных.

4. Правила дифференцирования.

Практическая работа №11

Геометрический смысл производной.
Цель: научиться находить уравнение касательной к графику функции, исследовать функции методами дифференциального исчисления.
Практические задания

Задание 1

     Вариант № 1

1.   Найти промежутки возрастания и убывания функций и точки экстремума 
[image: image442.wmf]1
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2. Докажите, что функция у = 0,2х5 + х4+ 2х3 + 2x2 + 5x
возрастает на R.
3. Найти наибольшее и наименьшее значение функции
у = х3  - Зх2 + 9 на промежутке [1; 3].
4. В прямоугольный треугольник с гипотенузой 16 см и уг​лом 60° вписан прямоугольник, основание которого лежит
на гипотенузе. Каковы должны быть размеры прямоуголь​ника, чтобы его площадь была наибольшей.
5. Для каждого значения а 
[image: image443.wmf]Î

 (- ∞; 5) найдите наибольшее
и наименьшее значения функции  у = x  - 12х на отрезке.                          

   Вариант № 2
1.   Найти промежутки возрастания и убывания функции и точки экстремума  y = х2  + 
[image: image444.wmf]х

1


2.
Докажите, что функция
у = -0,2х5 +0,5х4 - х3  - х2 - 3х убывает на R.
3.
Найти наибольшее и наименьшее значение функции
у = х3 - Зх2 - 5 на промежутке [-3; -1].
4. Найти большее основание трапеции наибольшей площа​ди, если боковые стороны и меньшее основание трапеции
равны по 20 см.
5. Для каждого значения b 
[image: image445.wmf]Î

 (- 5;∞)  найдите наибольшее и наименьшее значение функции y = х3 - 3х на отрезке
[-5; Ь].
Вариант № 3
1. Найти промежутки возрастания и убывания функций и точки экстремума 
[image: image446.wmf]2
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2.  Докажите, что функция  
[image: image447.wmf]7
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 возрастает на R.
3. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 
[image: image448.wmf]2
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 на промежутке [ -1; 3]

4. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна с. При каком значении острого угла треугольника его площадь окажется наибольшей и чему она равна?

5. Для какого значения а 
[image: image449.wmf]Î

 (- ∞;3) найдите наибольшее и 
наименьшее значение функции y = х3 - 9х на отрезке.
Вариант № 4
1. Найти промежутки возрастания и убывания функций и точки 
экстремума  
[image: image450.wmf]1
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2. Докажите, что функция  
[image: image451.wmf]8
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 убывает на R.
3. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 
[image: image452.wmf]2
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 на промежутке [-1; 3]
4. Найти наибольшую площадь прямоугольника, имеющего периметр 18 см.
5. Для каждого значения b
[image: image453.wmf]Î

 (-3; ∞) найдите наибольшее и наименьшее значение функции у = х3 – 15х на отрезке [-3; b].
Задание 2
Составить уравнения касательных к графикам функций:

1.  y=x2 - 3x + 2

в точке (3;2) .

2.  y=
[image: image454.wmf]x




в точке (4;2) .

3. y=  ln x 

         в точке пересечения с осью Оx. 

4.  y= x2 - 5x + 6         
в точках пересечения с осью Оx .

5.  y=e7x                      
в точке пересечения с осью Оy. 

6. Найти максимумы и минимумы и промежутки возрастания и убывания функций:

1)  f(x)=x3 – 3x2 – 9x + 5;      2)   f(x)=
[image: image455.wmf]x
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3)  f(x)=xlnx;                         4)   f(x)= x – arctg2x. 

Контрольные вопросы
1.Необходимое условие возрастание и убывания функции.

2.Экстремумы функции.

3.Необходимое условие существование экстремум.

4.Достаточное условие существования экстремум.

5.Выпуклость вогнутость функции. Точка перегиба.

6.Необходимое и достаточное условия существование точек перегиба.

7. Уравнения касательной и нормали к кривой.

Практическая работа №12
Дифференциал.
Цель: научиться находить дифференциал функции, использовать понятие дифференциала к приближенным вычислениям.

Практические задания

Найти дифференциалы функций:

1.  y= x3 - 3ln x.                    2.  y= cos x 
[image: image456.wmf]´

 ex. 

3.  y= sin 3x.                         4.  y=  tg ln x.  

5.  y= x2 arctg x.                    6.  y=  
[image: image457.wmf]1
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7.  y= 
[image: image458.wmf]sin
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[image: image459.wmf]sin
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9.  Найти приближенно приращение 
[image: image460.wmf]D

у:

1)  функции у= 
[image: image461.wmf]1

x

, 
если  х= 4  , 
[image: image462.wmf]D

х= 0,08;

2)  функции у= sinx , 
если  х= 
[image: image463.wmf]p

3

  , 
[image: image464.wmf]D

х= 0,02;

Найти дифференциалы 2-го порядка от функций:

10.  y= x3 - 3x2 + x + 1.             11.  y= (0,1x+1)5.

12.  y= xcos2x.                           13.  y= sin2x.

Контрольные вопросы
1.Необходимое условие возрастание и убывания функции.

2.Экстремумы функции.

3.Необходимое условие существование экстремум.

4.Достаточное условие существования экстремум.

5.Выпуклость вогнутость функции. Точка перегиба.

6.Необходимое и достаточное условия существование точек перегиба.

7. Дифференциал функции.

8. Использование дифференциала к приближенным вычислениям.

Практическая работа №13
Асимптоты графика функции. Построение графиков функции.
Цель: исследовать понятие асимптоты графика функции и научиться их находить для различных математических функций.
Теоретические обоснования

Асимптота 
[image: image465.wmf]-

 прямая линия, к которой бесконечно приближается график функции при удалении в бесконечность, т.е. асимптота, как бы касательная, для которой точкой касания является бесконечно удаленная точка.

Вертикальная асимптота

Известно, что если 
[image: image466.wmf]0
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image468.wmf]-

 вертикальная асимптота. Следовательно, каждой точке бесконечного разрыва соответствует вертикальная асимптота. Если оба односторонних предела равны бесконечности, то асимптоту будем называть двусторонней; если же только один односторонний предел равен 
[image: image469.wmf]¥

, то асимптоту будем называть односторонней.

Горизонтальная асимптота

Если 
[image: image470.wmf]()
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[image: image472.wmf]-

 горизонтальная асимптота. При этом, если 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image475.wmf]-

 будем считать двусторонней асимптотой, а если 
[image: image476.wmf]()
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 или 
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 будем считать односторонней (правой или левой) асимптотой.
Наклонная асимптота 
[image: image479.wmf]ykxb
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Параметры (k,b) наклонной асимптоты, если она существует,

определяются по формулам: 
[image: image480.wmf]()
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И здесь, в зависимости от того, существуют ли рассмотренные пределы при 
[image: image482.wmf]+¥
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x

 или 
[image: image483.wmf]-¥
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 функция может иметь одну или две асимптоты (левую и правую). 
Практические задания

Вариант 1

1.Найдите промежутки вогнутости, выпуклости и точки перегиба функции:

       у =[image: image485.png]X+ 8x° —30x°



.

2.Найдите асимптоты графика функции: у =[image: image487.png]3%

e



.

Вариант 2

1.Найдите промежутки вогнутости, выпуклости и точки перегиба функции:

        у =[image: image489.png]X+ 6xT — 24x°



.

2.Найдите асимптоты графика функции: у =[image: image491.png]


.

Контрольные вопросы
1. Общая схема исследования функции. 

2. Асимптоты графика функции.

3. Использование асимптот графика функции для его построения.

Практическая работа №14

Непосредственное интегрирование.
Цель: понимать физический смысл неопределённого интеграла; проверять, является ли функция первообразной для данной; находить табличные интегралы. 
Практические задания

Вариант 1

1.Вычислите интеграл методом непосредственного интегрирования:

а)[image: image493.png]J cos(6x — S)dx



;
б)[image: image495.png]


.

2.Вычислите интеграл методом замены переменной:

а)[image: image497.png]J(1+x%)'x%dx



;
б)[image: image499.png][ ¥5x + 6dx



.

Вариант 2

1.Вычислите интеграл методом непосредственного интегрирования:

а)[image: image501.png]J sin(7x + 5)xd



;
б)[image: image503.png]


.

2.Вычислите интеграл методом замены переменной:

a)[image: image505.png]J(8 = 2x%) x"dx



;
б)[image: image507.png][33x +5dx



.

Контрольные вопросы
1.Дайте  определение первообразной функции.

2. Сформулируйте основные правила неопределённого интегрирования.

3.Интегралы каких функций содержатся в таблицеосновных неопределённых интегралов?

4.Сформулируйте метод интегрирования заменой переменной в неопределённом интеграле.

Практическая работа №15 
Подстановка в неопределенном интеграле. Интегрирование по частям.
Цель: рассмотреть метод интегрирования заменой переменной в неопределённом интеграле  и научиться его применять; изучить метод интегрирования по частям в  неопределённом интеграле; научиться  применять метод интегрирования по частям в  неопределённом интеграле.

Практические задания

Вариант 1

1.Вычислите интеграл методом непосредственного интегрирования:[image: image509.png]J(3x% + 4x —e”)dx.




2.Вычислите методом интегрирования по частям:

a)[image: image511.png]J(x+1)-eTdx



;    

б)[image: image513.png]J(4—x)-cos 2xdx



.

Вариант 2

1.Вычислите интеграл методом непосредственного интегрирования:[image: image515.png]J(4x7 + Bx —sinx)dx



.

2.Вычислите методом интегрирования по частям:

a)[image: image517.png]


;  

б)[image: image519.png]J(x+2) - sin 4xdx



.

Контрольные вопросы
1.Сформулируйте основные правила неопределённого интегрирования.

2.Сформулируйте метод интегрирования по частям в неопределённом интеграле. 

Практическая работа №16 

Вычисление определенного интеграла. Подстановка в определенном интеграле.

Цель: рассмотреть понятие определённого интеграла  и научиться его применять; изучить методы  интегрирования определённом интеграле; научиться  применять метод интегрирования подстановкой в определённом интеграле.

Теоретические обоснования

1. Пусть на интервале [a,b] задана непрерывная функция y=f(x) такая, что f(x)(0. Поставим следующую задачу: найти площадь, ограниченную снизу осью Ox,  с боков прямыми x=a и x=b  и сверху графиком функции y=f(x). Эту фигуру назовем криволинейной трапецией. Разобьем интервал на части системой точек a=x0, x1, x2,...,xn-1,xn=b. Для определенности считаем a<b. Интервал [a,b] разобьется на достаточно малые части. Обозначим (xi=xi- xi-1. Выберем на каждом интервале x=(i([ xi-1,xi], i=1,2,...,n. Вычислим в каждой из точек значение yi=f((i) и найдем произведение f((i)(xi. Просуммируем полученные произведения.
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(1)

                                 y
                                                                              y=f(x)

                           O    a=x0  x1x2        (i xi         xn=b     x    

1.1.1 Рис. 1. Построение интегральной суммы

Ясно, что сумма (1) приближенно равна площади криволинейной трапеции.

2. Определение и существование определенного интеграла

Пусть дана произвольная функция y=f(x) и произвольный интервал [a,b] (причем необязательно, чтобы a<b и f(x)(0). Разобьем интервал  [a,b] на достаточно большое число достаточно малых частей системой точек a=x0, x1, x2,...,xn-1,xn=b и построим сумму (1). Сумма (1) называется интегральной суммой. Обозначим max((xi(=(. Начнем строить различные интегральные суммы так, чтобы ((0 и, соответственно, n((.

Определение. Предел интегральных сумм вида (1) при ((0, если этот предел существует и не зависит ни от способа разбиения интервала [a,b] на части, ни от выбора значений x=(i на интервалах[ xi-1,xi], называется определенным интегралом на интервале [a,b] от функции y=f(x) по dx. Обозначается
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(2)

Геометрический смысл определенного интеграла

Из рассмотренного геометрического построения ясно, что, если f(x)(0 и a<b, то интеграл (2) равен площади указанной криволинейной трапеции.

Определение. Функция y=f(x) заданная на интервале [a,b], называется кусочно-непрерывной, если интервал [a,b] можно разбить на конечное число частей, на каждом из которых она непрерывна, а на концах этих интервалов имеет разрывы первого рода.

 Теорема. Если функция y=f(x) кусочно-непрерывнa на интервале [a,b], то интеграл (2) существует. (Без доказательства).

3. Свойства определенного интеграла

Пусть указанные интегралы существуют. Тогда выполняются следующие свойства.

1. Постоянный сомножитель можно выносить за знак определенного интеграла.
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2. Определенный интеграл от алгебраической суммы слагаемых равен алгебраической сумме определенных интегралов от слагаемых.
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3. Если на интервале [a,b] выполнено неравенство
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4. Если на интервале [a,b] выполнено неравенство
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где m - наименьшее значение, M - наибольшее значение функции y=f(x) на интервале [a,b], то
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5. Если функция y=f(x) на интервале [a,b] непрерывна, то существует точка (( [a,b] такая, что 
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6. При перестановке пределов интегрирования перед интегралом появляется знак минус.
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7. Каковы бы ни были величины a,b,c выполнено свойство
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8. Определенный интеграл не зависит от переменной интегрирования
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Разобрать доказательство этих свойств самостоятельно по учебнику. Приведем доказательство свойства 5. Так как функция y=f(x) на интервале [a,b] непрерывна, то существует m - наименьшее значение, M - наибольшее значение функции y=f(x) на интервале. Из свойства 4 следует 
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Непрерывная функция принимает на интервале [a,b] все промежуточные значения от m до M. Тогда существует такая точка (( [a,b], что
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Откуда и следует утверждение теоремы.

4. Определенный интеграл с переменным верхним пределом

Рассмотрим случай, когда задан определенный интеграл от функции y=f(x), которая определена на интервале [a,b], и верхний предел является переменной величиной x([a,b]. В этом случае определена некоторая функция ((x)
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Теорема. Если функции y=f(x) определена и непрерывна на интервале [a,b], то 
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Доказательство.

                                 y


                                                                              y=f(x)




                           O        a                        x ( x+(x    

1.1.2 Рис. 1.Геометрическое изображение интеграла с переменным верхним пределом

Найдем приращение функции
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где (([x,x+(x]. По определению производная равна
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Теорема доказана. Геометрическая иллюстрация дана на рис. 2.

5. Формула Ньютона-Лейбница

Из формулы (3) и (4) следует, что ((x) есть одна из первообразных для функции y=f(x) на интервале [a,b]. Пусть y=F(x) другая первообразная. Тогда существует постоянная C такая, что

((x)= F(x)+ C.

Тогда
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(6)

Положим в равенстве (6) x=a, получим

0= F(a)+ C или C= -F(a).

Равенство (6) имеет вид
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(7)

Положим в равенстве (7) x=b получим
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(8)

Так как определенный интеграл не зависит от переменной интегрирования, то формулу (8) запишем в виде
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(9)

Формула (9) называется формулой Ньютона-Лейбница, а выражение в правой части двойной подстановкой. Если первообразные выражаются через элементарные функции, то формулу (9) удобно использовать для вычисления определенного интеграла. 

Пример.
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Из геометрического смысла ясно, что это площадь четверти окружности с центром в начале координат и радиусом a. Следовательно, площадь круга радиуса R равна S=(R2.

6. Замена переменной под знаком определенного интеграла

Пусть функция F(x) первообразная для функции f(x) на некотором интервале [a,b]. Т. е.


[image: image543.wmf]ò

+

=

.

)

(

)

(

C

x

F

dx

x

f


Введем замену x=((t), где ((t)-дифференцируемая функция. Мы показали
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Введем замену под знаком определенного интеграла.

Теорема. Пусть функция F(x) первообразная для функции f(x) на некотором интервале [a,b]. И пусть x=((t) дифференцируемая монотонная функция на интервале [(,(], причем ((()=a; ((()=b. Тогда
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(10)

Доказательство. По формуле Ньютона-Лейбница получаем с одной стороны
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С другой стороны
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Теорема доказана.

Пример
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7. Интегрирование по частям под знаком определенного интеграла

Пусть u(x) и v(x) - дифференцируемые функции. Тогда
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(11)

Формула (11) называется формулой интегрирования по частям. 

Доказательство.

По правилу дифференцирования
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Или
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Проинтегрируем равенство (12) в пределах от a до b
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Откуда следует равенство (11).

Пример.
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Получаем
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Практические задания

Вариант 1
Вычислите интегралы методом замены переменной:

1.[image: image558.png][o(2x® + 1)* xPdx




2.[image: image560.png]



3.[image: image562.png]



Вариант 2

Вычислите интегралы методом замены переменной:

1.[image: image564.png][o(3x% = 1% 4x¥dx




2.[image: image566.png]



3.[image: image568.png]



Контрольные вопросы
1.Сформулируйте определение определённого интеграла.

2. Сформулируйте основные правила определённого интегрирования.

3. Для чего используется формула Ньютона-Лейбница? Сформулируйте её.

4. В чём состоит сущность метода интегрирования заменой переменной в определённом интеграле?

Практическая работа №17 

Вычисление площадей плоских фигур.
Цель: рассмотреть понятие геометрического смысла определённого интеграла; изучить применение определенного интеграла к вычислению площадей криволинейных трапеций; уметь использовать методы интегрирования  при вычислении определённого интеграла.

Практические задания

Вариант 1

1. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями  у = х2и у = [image: image570.png]


, если 1≤ х ≤ е.

2. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями у2 = 4х и х =2. 

3. Вычислите объём тела,  полученного вращением криволинейной трапеции  0 ≤ у ≤ sin x, 0 ≤ х ≤ π.

Вариант 2

1. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями  у2 = х и у = х2.

2. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями  у = х2 – 9 и  у = 0.

3. Вычислите объём тела,  полученного вращением  фигуры, ограниченной линиями у = [image: image572.png]


, х = 0, у = 2[image: image574.png]


  вокруг оси ОУ.

Контрольные вопросы

1. Перечислите приложения определённого интеграла к различным геометрическим задачам.
2. Основные случаи применения определенного интеграла к вычислениям площадей плоских фигур.
3. Как с помощью определённого интеграла вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y = f(x) и y = φ(x)?

 Практическая работа №18 

Вычисление объема тела вращения.

Цель: рассмотреть понятие геометрического смысла определённого интеграла; изучить применение определенного интеграла к вычислению объема тела вращения; уметь использовать методы интегрирования  при вычислении определённого интеграла.

Практические задания

Вариант 1

1. Вычислите объём тела,  полученного вращением криволинейной трапеции  0 ≤ у ≤ sin x, 0 ≤ х ≤ π.

Вариант 2

1. Вычислите объём тела,  полученного вращением  фигуры, ограниченной линиями у = [image: image576.png]


, х = 0, у = 2[image: image578.png]


  вокруг оси ОУ.

Контрольные вопросы

1. Перечислите приложения определённого интеграла к различным геометрическим задачам.

2. Как с помощью определённого интеграла вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y = f(x) и y = φ(x)?

3.Как с помощью определённого интеграла вычислить объём тела вращения?

Практическая работа №19 

Несобственные интегралы.

Цель: рассмотреть понятие несобственного интеграла; изучить методы вычисления несобственного интеграла; уметь использовать различные методы при исследовании на сходимость несобственные интегралы.

Теоретические обоснования

По теореме существования для функции y=f(x) кусочно-непрерывной на интервале [a,b] определенный интеграл 
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 существует. Если функция y=f(x) неограничена на [a,b] или интервал [a,b] неограничен, то введенное нами понятие  определенного интеграла неприменимо. Тем не менее, необходимость работы с интегралами и для этих случаев на практике возникает.  Но при работе с такими интегралами нужно быть осторожными.

Пример (с неверным результатом). Вычислить




Но подынтегральная функция положительна, верхний предел больше нижнего и, следовательно, интеграл должен быть положительным.

Поэтому такие случаи нужно рассмотреть отдельно.

2. Несобственные интегралы второго рода. 

Определение. Пусть функция y=f(x) неограничена в окрестностях некоторых точек c([a,b] и интервал [a,b] - конечный. Для таких функций несобственным интегралом второго рода называется выражение
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Рассмотрим случай, когда такая точка x=c единственная и является концом интервала, для определенности правым, c=b. Зададим некоторое достаточно малое (>0. Выделим точку x=c некоторой достаточно малой (-окрестностью (b-(;b] и рассмотрим множество [a,b]\ (b-(;b], т. е. интервал [a,b-(]. На интервале  [a,b-(] функция y=f(x) ограничена и, следовательно
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(2)

существует. 

Определение.  Если существует предел выражения (2) при ((0, то говорят, что интеграл (1) сходится и этот предел является значением интеграла (1). Обозначается
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(3)

Определение.  Если предел выражения (2) при ((0 не существует или равен бесконечности, то говорят, что интеграл (1) расходится.

Если предел выражения (2) при ((0 равен бесконечности, то пишут
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Аналогично рассматривается случай, когда такая точка x=c единственная и совпадает с левым концом интервала c =a. Тогда при (>0 формула (3) запишется в виде:
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Если такая точка x=c единственная и лежит внутри интервала [a,b], то
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Если таких точек несколько, то нужно исследовать каждую точку в отдельности. 

Пример. Вычислить
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Мы видим, что при x=0 подынтегральная функция неограничена. Поэтому
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Пример. Вычислить


[image: image588.wmf]=
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Этот пример приведен выше. Мы видим, что при x=0 подынтегральная функция неограничена. Поэтому


[image: image589.wmf].

)

1

(

lim

)

1

(

lim

lim

lim

1

0

2

0

1

2

0

2

2

0

¥

=

-

+

-

=

+

=

d

®

e

e

-

-

®

e

d

®

d

e

-

-

®

e

ò

ò

x

x

x

dx

x

dx


Интеграл расходится.

3. Несобственные интегралы первого рода.

Определение. Пусть функция y=f(x) определена на бесконечном интервале [a,() и ограничена на любом конечном  интервале [a,b]. Несобственным интегралом первого рода называется выражение
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(4)

Определение.  Если существует предел выражения (2) при b((,  то говорят, что интеграл (4) сходится и этот предел является значением интеграла (4). Обозначается
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(5)

Определение.  Если предел выражения (5) при b(( не существует или равен бесконечности, то говорят, что интеграл (4) расходится.

Если предел выражения (5) при b(( равен бесконечности, то пишут
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Аналогично рассматривается случай
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Пример. Вычислить
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4. Исследование сходимости несобственных интегралов

Иногда нужно выяснить сходимость интеграла, не используя переход к пределу, данный в определении. Тогда можно использовать признаки сходимости.

Пусть точка x=c есть концевая точка, в которой исследуется сходимость интеграла. Случай c=( не исключается.
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Определение. Пусть функция y=f(x) определена на интервале [a,с]. Если существует интеграл









(7)

то говорят, что интеграл  абсолютно сходится.

Теорема. Если интеграл (7) существует, то интеграл (6) сходится и 
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Без доказательства.

Теорема. Пусть функции y=f(x) и y=g(x)   определены на интервале [a,с] и (x([a,с]  выполнено условие

0(f(x)(g(x)

1. Если 
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 сходится, то сходится   
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2. Если 
[image: image601.wmf]ò
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 расходится, то расходится   
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Без доказательства.

Определение. Говорят, что функции y=f(x) и y=g(x) имеют одинаковый порядок при x(c, если 
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Пусть требуется исследовать сходимость в окрестности особой точки x=c.

Теорема. Если x=c единственная особая точка и функции y=f(x) и y=g(x) имеют одинаковый порядок при x(c, то интегралы
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сходятся или расходятся одновременно.

Без доказательства.

Наиболее часто при исследовании в качестве функций для сравнения используют функции y=(x-c)(.

Рассмотрим исследование интегралов в окрестности точек  x=0 и x=(. Исследуем сходимость интегралов
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Можно показать, что при (=1 интеграл также расходится. Поэтому интеграл  сходится при (<1 и расходится при ((1.

Исследуем сходимость интегралов


[image: image607.wmf]ï

î

ï

í

ì

<

a

¥

>

a

a

-

=

a

-

-

a

-

¥

®

=

a

-

¥

®

=

¥

®

=

=

+

a

-

+

a

-

a

-

¥

a

-

¥

a

ò

ò

ò

1

,

1

,

1

1

)

1

1

1

(

lim

1

lim

lim

1

1

1

1

1

1

b

b

x

b

dx

x

b

dx

x

x

dx

b

b

Можно показать, что при (=1 интеграл также расходится. Поэтому интеграл расходится при ((1 и сходится при (>1.

Практические задания

1. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость.
[image: image608.png]——i
|




2. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость.
[image: image609.png]



3. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость.
[image: image610.png]I
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4. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость.
[image: image611.png]Ix7+4x+5




5. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость.
[image: image612.png]



6. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость.
[image: image613.png]



7. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость.
[image: image614.png]



8. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость.
[image: image615.png]



9. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость.

[image: image616.png]



10. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость.

[image: image617.png]



11. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость.
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Практическая работа №20 

Дифференциальные уравнения первого порядка с разделяющимися переменными.
Цель: изучить понятия: дифференциальное уравнение первого порядка,  общее решение дифференциального уравнения  первого порядка, задача Коши; рассмотреть способы решения дифференциальных уравнений первого порядка с разделенными и разделяющимися  переменными; научиться находить общее и частное решениия дифференциальных уравнений первого порядка с разделенными и разделяющимися  переменными.

Практические задания

Вариант 1
а) Решите дифференциальное уравнение первого порядка с разделенными переменными:[image: image620.png]



б) найдите его частное решение, если [image: image622.png]


при [image: image624.png]


=0.

Вариант 2

а) Решите дифференциальное уравнение первого порядка с разделенными переменными:[image: image626.png]



б) найдите его частное решение, если [image: image628.png]


 при [image: image630.png]



Контрольные вопросы

1.   Сформулируйте определение дифференциального уравнения первого порядка.
2.   Что называют общим решением дифференциального уравнения  первого порядка?
3.   В чём заключается  задача Коши для дифференциального уравнения  первого порядка?
1. Уравнение какого вида называют дифференциальным уравнением первого порядка с разделенными переменными?  с разделяющимися  переменными?
2. Каким способом можно решить дифференциальное уравнение первого порядка с разделенными переменными? с  разделяющимися  переменными?
Практическая работа №21-22 

Уравнения второго порядка, допускающие понижение порядка.

Решение дифференциального уравнения у(n)=f(x).

Цель: рассмотреть способы решения линейных однородных и неоднородных дифференциальных уравнений первого порядка; научиться находить общее и частное решения линейных однородных и неоднородных дифференциальных уравнений первого порядка.

Теоретические обоснования

1.Если дифференциальное  уравнение имеет вид 
[image: image631.wmf])
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2.Если в запись уравнения не входит функция y(x), т.е. оно имеет вид 
[image: image632.wmf],
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то такое уравнение можно решить, найдя вспомогательную функцию 
[image: image633.wmf]y
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Пример: Решить уравнение 
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Решение: Положим 
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Исходное уравнение примет вид 
[image: image636.wmf]0
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Это уравнение первого порядка с разделяющимися переменными.
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Возвращаясь к первоначальной функции, получаем уравнение 
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3.Если в запись уравнения не входит переменная x, т.е. оно имеет вид 
[image: image639.wmf],
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то такое уравнение можно решить, найдя вспомогательную функцию  
[image: image640.wmf]y
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Пример: Решить уравнение 
[image: image641.wmf](
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Решение: Положим 
[image: image642.wmf]y
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. Исходное уравнение примет вид 
[image: image643.wmf]1
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Это уравнение первого порядка с разделяющимися переменными.
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Возвращаясь к первоначальной функции, получаем уравнение 
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Практические задания
Вариант 1

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений:

1) 
[image: image646.wmf]'''
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2) 
[image: image647.wmf]'''
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;     3) 
[image: image648.wmf]'''
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2. Записать структуру частного решения линейного неоднородного уравнения по виду правой части.
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3. Найти общее решение дифференциальных уравнений:

1) 
[image: image652.wmf]''
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2) 
[image: image653.wmf]'''
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.

4. Найти общее решение дифференциального уравнения:

1)  
[image: image654.wmf]'''
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;       2)
[image: image655.wmf]'''2
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5. Найти решение дифференциального уравнения, допускающего понижение порядка.

1) 
[image: image656.wmf]3''2'
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Вариант 2

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений:

1) 
[image: image660.wmf]'''
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;       3) 
[image: image662.wmf]'''
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2. Записать структуру частного решения линейного неоднородного уравнения по виду правой части:
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3. Найти общее решение дифференциальных уравнений:

1) 
[image: image666.wmf]'''2
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2) 
[image: image667.wmf]'''
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4. Найти общее решение дифференциального уравнения:

1) 
[image: image668.wmf]'''
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5. Найти решение дифференциального уравнения, допускающего понижение порядка.

1) 
[image: image670.wmf]'''2
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Вариант 3

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений:

1) 
[image: image674.wmf]'''
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[image: image675.wmf]'''
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;      3) 
[image: image676.wmf]'''

4200

yyy

-+=

.

2. Записать структуру частного решения линейного неоднородного уравнения по виду правой части.
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б) 
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3. Найти общее решение дифференциальных уравнений:

1) 
[image: image680.wmf]'''6
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4. Найти общее решение дифференциального уравнения:

1) 
[image: image682.wmf]''
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5. Найти решение дифференциального уравнения, допускающего понижение порядка.

1) 
[image: image684.wmf]2'''
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Вариант 4

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений:

1) 
[image: image688.wmf]'''
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2) 
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;      3) 
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2. Записать структуру частного решения линейного неоднородного уравнения по виду правой части.
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3. Найти общее решение дифференциальных уравнений:

1) 
[image: image694.wmf]'''
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4. Найти общее решение дифференциального уравнения:

1)  
[image: image696.wmf]''
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5. Найти решение дифференциального уравнения, допускающего понижение порядка.

1) 
[image: image698.wmf]'''2
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Контрольные вопросы

1. Какие уравнения называются линейными дифференциальными уравнениями первого порядка?

2. Какие линейные уравнения называются однородными, неоднородными дифференциальными уравнениями первого порядка?

3. Как найти  общее решение   линейного дифференциального уравнения первого порядка?

4. Как найти  частное  решение   линейного дифференциального уравнения первого порядка?

Практическая работа №23

Линейные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами. 

Цель: изучить понятия: дифференциальное уравнение высшего порядка, дифуравнение второго порядка, общее решение дифференциального уравнения  второго порядка, задача Коши; рассмотреть способы решения линейных однородных и неоднородных дифференциальных уравнений второго порядка; научиться находить общее и частное решения линейных однородных и неоднородных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами.

Практическое задание
Вариант 1

Найдите общее решение дифференциальное уравнение второго порядка 
y′′ = x +[image: image703.png]


.

Найдите частное решение линейного дифференциального уравнения  
y′′+ 3y′+ 2y =  0, если y = -1, y′=3 при x=0.

Найдите общее решение дифференциального уравнения  y′′+ y′- 2y = 4x.

Вариант 2

Найдите общее решение дифференциальное уравнение второго порядка 
y′′ =[image: image705.png]


.

Найдите частное решение линейного дифференциального уравнения  
y′′- 5y′+ 6y = 0, если y = 1, y′= -1 при x=0.

Найдите общее решение дифференциальное уравнение y′′- 5y′+ 4y = 2x-1.

Контрольные вопросы

1. Сформулируйте определение дифференциального  уравнения высшего порядка, дифуравнения второго порядка.

2. Дайте определение  общего решения дифференциального уравнения  второго порядка.

3. В чём заключается  задача Коши для дифференциального  уравнения второго порядка?

4. Как найти общее и частное решения линейных однородных и неоднородных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами?
Практическая работа №24

Признаки сходимости положительных рядов.

Цель: рассмотреть признаки сходимости рядов: Даламбера, Коши, интегральный признак; научиться применять признаки сходимости рядов для определения характера сходимости данных числовых рядов.

Практические задания

Вариант 1
1. Исследуйте ряд на сходимость, используя признак Даламбера:[image: image707.png]



2. Исследуйте ряд на сходимость, используя признак Коши: [image: image709.png]


.


3. Исследуйте ряд на сходимость, используя интегральный признак:[image: image711.png]n=1g,3 57




Вариант 2

1. Исследуйте ряд на сходимость, используя признак Даламбера: [image: image713.png]


.

2. Исследуйте ряд на сходимость, используя признак Коши: [image: image715.png]


.

3. Исследуйте ряд на сходимость, используя интегральный признак:[image: image717.png]



Контрольные вопросы

1. Какой числовой  ряд называется сходящимся? Расходящимся?

2. Сформулируйте признак Даламбера сходимости рядов.

3. Сформулируйте признак Коши сходимости рядов.

4. Сформулируйте интегральный признак сходимости рядов.
Практическая работа №25

Свойства равномерно сходящихся рядов.

Цель: изучить понятия: условная сходимость ряда, абсолютная сходимость ряда; научиться исследовать ряд на абсолютную и условную сходимость, используя признаки сходимости.
Практические задания

Вариант 1
1. Исследуйте ряд на абсолютную и условную сходимость (по признаку Даламбера)

 [image: image719.png]



2. Исследуйте ряд на абсолютную и условную сходимость 

 [image: image721.png](-



.

Вариант 2
1.   Исследуйте ряд на абсолютную и  
условную сходимость (по признаку Даламбера)

[image: image723.png]





        2.   Исследуйте ряд на абсолютную и условную сходимость 

 [image: image725.png]2nT-
e

Tima(—D)"




.

Контрольные вопросы

1. Какой ряд называется условно сходящимся?

2. Какой ряд называется абсолютно сходящимся?

3. Как можно исследовать ряд на условную, абсолютную сходимость?

Практическая работа №26
Ряды Тейлора и Маклорена. Ряды Фурье.

Цель: научиться использовать при решении задач разложениями в ряд Фурье, Маклорена и Тейлора.
Теоретические обоснования

Формула Тейлора
Пусть дана функция y=f(x), дифференцируемая n+1 раз в окрестности точки x=x0. Поставим задачу, построить более простую функцию, которая наилучшим образом приближается к функции y=f(x), хотя бы в окрестности точки x=x0. Ответ к этой задаче сильно зависит от того, в каком классе функций ищется приближение, и в каком смысле понимать наилучшее приближение. Среди функций наиболее просто “устроенными” являются многочлены. Будем искать решение в виде многочлена n-й степени вида:
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(1)

Потребуем, чтобы для многочлена и функции их значения и значения производных до n-го порядка совпадали. Т. е. чтобы выполнялись условия:
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(2)

При выполнении этих условий следует ожидать, что многочлен (1) будет в какой-то мере близок к функции y=((x), хотя бы в некоторой окрестности точки x=x0. Подставим в равенство (1) значение x=x0 и потребуем выполнения первого условия равенства (2). Получим


[image: image728.wmf]).
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 Продифференцируем равенство (1). Получим
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  (4).Подставим в равенство (4) значение x=x0 и потребуем выполнения второго условия равенства (2). Получим
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Откуда
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 Продифференцируем равенство (4). Получим 
[image: image732.wmf].
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  (6)

Подставим в равенство (6) значение x=x0 и потребуем выполнения третьего условия равенства (2). Получим
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Откуда
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 Продифференцируем равенство (4). Получим
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    (8)

Подставим в равенство (8) значение x=x0 и потребуем выполнения третьего условия равенства (2). Получим
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И т. д. После n - кратного дифференцирования получим 
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(10)

Подставим полученные данные в уравнение (1). Получим
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[image: image740.wmf].
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Обозначим разность


[image: image741.wmf]).
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Эта разность очевидно равна погрешности, которую мы получим при замене функции y=((x) многочленом Pn(x). Из формул (11) и (12) следует
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[image: image743.wmf]).
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(13)

Для оценки погрешности можно использовать разные формулы. Приведем без доказательства оценку погрешности в форме Лагранжа. Тогда при x>x0 имеем







(14)

где
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Наиболее часто формула Тейлора применяется для приближенных вычислений. В частном случае, когда x0 =0, формула (13) называется формулой Маклорена.

Пусть функция y=f(x) бесконечно дифференцируема в в окрестности точки x=x0. Перейдем формально к пределу при n((.  Получим ряд, который называется рядом Тейлора
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(15)

В частном случае, когда x0 =0, ряд (4) называется рядом Маклорена. Ряд (15) является степенным рядом. Пусть он сходится на некотором интервале. По свойствам степенных рядов его сумма является непрерывной функцией в этом интервале. Обозначим ее S(x). Однако может оказаться, что S(x)( f(x) в этом интервале.

Теорема. Для того чтобы ряд Тейлора сходился к функции f(x) необходимо и достаточно, чтобы 




Без доказательства.

Для наиболее интересных для практики случаев ряд Тейлора сходится к функции, для которой он построен. Рассмотрим их в окрестности точки x0=0.Функция y=ex. Найдем производные и их значения в точке x=0.
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Тогда
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Область сходимости (-(;().

Аналогично строятся формулы Тейлора и для основных аналитических функций.

Приведем формулы Тейлора основных элементарных функций.
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Применение рядов Тейлора
Вычислить значения функции y=ex с заданной точностью. Положим x=1. Тогда оценка погрешности по формуле (14) дает
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Для вычисления значения e  с точностью (>0 достаточно взять такое n, чтобы 
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Так для вычисления e с точностью (=10-8 достаточно взять n=9.

Функция y=f(x) называется периодической с периодом T, если для всех x выполняется условие



.

Если периодическая функция имеет период T, то любая величина nT, где n целое число - тоже период. Мы называем периодом функции, наименьшее из этих чисел. Периодические функции играют важную роль при описании периодических процессов. Наиболее простыми периодическими функциями являются гармонические функции



Они имеют период T=2(. Введем бесконечную систему функций:


[image: image756.wmf]K

K

K

K

;

sin

;

;

3

sin

;

2

sin

;

sin

;

cos

;

;

3

cos

;

2

cos

;

cos

;

1

nx

x

x

x

nx

x

x

x


Все они периодичны с периодом 2(. Выражение
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где ak,bk- const, называется тригонометрическим многочленом. Очевидно, что каждый тригонометрический многочлен - 2(-периодическая функция. Возникает вопрос: нельзя ли представить, хотя бы приближенно с помощью тригонометрического многочлена любую 2(-периодическая функция. 

Рассмотрим систему функций (1). Очевидно, что для нее выполняются условия:







(3)








(4)









(5)

При m=n получим










(6)










(7)

Докажем равенства (3) и (5)







Ряд вида
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(7)

называется рядом Фурье. Предположим. что ряд (7) сходится равномерно. Для этого достаточно выполнения условия
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(8)

Ряд (8) мажорирует ряд (7).

 


Тогда его сумма f(x) есть непрерывная функция. По свойствам гармонических функций f(x) - 2(-периодическая функция. В силу равномерной сходимости мы можем интегрировать ряд (7) почленно. Проинтегрируем ряд (7) в пределах от 0 до 2(.





(9)

Умножим ряд (7) на cos nx и проинтегрируем полученный ряд в пределах от 0 до 2(. Все члены ряда, за исключением содержащего an обратятся в 0.
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(10)

Умножим ряд (7) на sin nx и проинтегрируем полученный ряд в пределах от 0 до 2(. Все члены ряда, за исключением содержащего bn обратятся в 0.




(11)

Таким образом, если функция f(x) разлагается в ряд Фурье, то коэффициенты ряда находим по формулам (9-11). Для того, чтобы не вводить специальной формулы для a0, полагают 




А ряд Фурье записывают в виде.









(12)

коэффициенты которого находим по формулам








(13)









(14)

Выведенные нами формулы дают необходимые условия разложения функции в ряд Фурье.

Определение. Функция y=f(x) называется кусочно-гладкой на интервале [a,b], если интервал [a,b] можно разбить на конечное число кусков, на каждом из которых функция y=f(x) непрерывна и дифференцируема, а в точках разрыва имеются разрывы первого рода. Таким образом функция имеет не более чем конечное число точек разрывов первого рода (скачков).

Теорема. Пусть функция y=f(x) периодична с периодом 2( и кусочно-непрерывна на интервале периодичности. Тогда функция y=f(x) разлагается в ряд Фурье, причем ряд Фурье сходится к функции в точках непрерывности, а в точках разрыва x=x0 сходится к значению, которое равно (f(x0-0)+f(x0+0)) /2. (Без доказательства).

Если функция y=f(x) периодическая с периодом T, т. е. если для всех x выполняется условие



,

то для вычисления коэффициентов ряда Фурье можно взять любой отрезок [a,b] с длиной, равной величине периода. Докажем это.




Введем для третьего интеграла замену:




Тогда




Так как коэффициенты ряда Фурье являются интегралами по периоду от периодических функций, то для вычисления их можно использовать любой удобный интервал с длиной, равной периоду.

Функция y=f(x) называется четной, если выполнено условие:




График четной функции симметричен относительно оси Oy. Например, функция

 - четная.

Функция y=f(x) называется нечетной, если выполнено условие:




График нечетной функции симметричен относительно начала координат. Например, функция

 - нечетная.

Теорема. Если функция y=f(x) четная с периодом T=2(, то








(1)

Доказательство
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Функция y=f(x)cos nx четная. Введем для первого интеграла замену:
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Аналогично, функция y=f(x)sin nx нечетная. С помощью той же замены получим:
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Можно сформулировать это правило так: четная периодическая функция разлагается в ряд по четным гармоническим функциям, нечетная функция по нечетным.

Теорема. Если функция y=f(x) нечетная с периодом T=2(, то









(2)

Доказательство проводится аналогично. Разобрать самостоятельно. Можно сформулировать это правило так: четная периодическая функция разлагается в ряд по четным гармоническим функциям, нечетная функция по нечетным.

Пример. Найти разложение в ряд Фурье функции 2(- периодической функции, которая равна y=x на (-(,(). Изобразим график функции

Так как функция нечетная, то an=0. Коэффициенты




Применим для вычисления формулу интегрирования по частям
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Получаем
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Разложение имеет вид
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 Пусть функция y=f(x) периодическая с периодом T=2l. Введем замену
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(3)

Функция y=g(t) периодическая с периодом 2(. Разложим ее в ряд Фурье.


[image: image768.wmf],...

3

,

2

,

1

,

0

;

cos

)

(

1

=

p

=

ò

p

p

-

n

ntdt

t

g

a

n





(4)
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(5)
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(6)

В соответствии с заменой (3) получим:
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Тогда
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(7)
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(8)
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(9)

Возможность разложения периодической функции в ряд Фурье оказалась настолько полезным приемом для решения задач анализа, что была сделана попытка найти разложения для непериодической функции, определенной на интервале (-(;(). Пусть функция y=f(x) определена на (-(;() и выполнено условие:
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(10)

Определим периодическую функцию y=((x) по формуле ((x)= f(x) на интервале (-l ; l) и периодически продолжим ее на интервале (-(;(). Разложим функцию y=((x) в ряд Фурье по формулам (7-9) и подставим значения коэффициентов (7,8) в (9).
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Введем замену 
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Произведем формальный переход к пределу при l((. При этом
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Для строгого обоснования равенства (11) нужно потребовать, чтобы функция f(x) удовлетворяла некоторым условиям, а также показать, что указанные предельные переходы и перестановки пределов интегрирования допустимы. Приведем без доказательства теорему: если функция y= f(x) кусочно-непрерывна на любом интервале (-l ; l) и удовлетворяет условию (10), то выполняется равенство (11) во всех точках непрерывности. Если x=x0 точка разрыва первого рода, то выполняется равенство:
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Обозначим
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Тогда
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Формула (13) называется амплитудно-частотным или спектральным разложением функции y= f(x), а формула (12) дает амплитуды гармонических колебаний частоты (, с которой эти частоты входят в разложение. Значит, преобразование (12,13) переводит описание функциональной временной зависимости в амплитудно-частотную. Такое описание имеет ряд преимуществ и широко используется при решении ряда задач физики и математики. Предположим, что функция y= f(x) четная. Тогда из формулы (12) получим:
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(15)

Преобразование (14) называется прямым косинус-преобразованием Фурье, а преобразование (15) называется обратным косинус преобразованием Фурье.

Предположим, что функция y= f(x) нечетная. Тогда из формулы (12) получим:
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(17)

Преобразование (16) называется прямым синус-преобразованием Фурье, а преобразование (17) называется обратным синус-преобразованием Фурье.

Пример. Найти преобразование Фурье для функции
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Функция четная, поэтому используем формулу (14).
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Следовательно, прямое косинус-преобразование Фурье для 
[image: image793.wmf]x

e

y

-

=

 равно 
[image: image794.wmf])

1

(

2

2

l

+

p

 и для x([0;()


[image: image795.wmf]l

l

l

+

p

=

ò

¥

-

d

x

e

x

0

2

cos

)

1

(

2

.

Для целей анализа часто используют преобразование Фурье в комплексной форме. При этом используется формула Эйлера:
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где i – мнимая единица. Тогда прямое преобразование Фурье в комплексной форме имеет вид:
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Обратное преобразование имеет вид:
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Практические задания

Разложить в ряд Фурье в указанных промежутках:

1) [image: image799.png]


9) [image: image800.png]



2)Разложить в ряд Фурье по синусам [image: image801.png]flxi=2¢x=0,1];




3) Разложить в ряд Фурье по косинусам [image: image802.png]xx=l01





4)[image: image803.png]flxi=f|x=|-11];



 

5)[image: image804.png]



6)[image: image805.png]


 

7)Разложить в ряд Фурье по косинусам [image: image806.png]



8) Разложить в ряд Фурье по синусам [image: image807.png]



9) Разложить в ряд Маклорена функцию [image: image808.png]




 INCLUDEPICTURE "http://nenuda.ru/nuda/167/166590/166590_html_7d548f02.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image809.png]



Контрольные вопросы.
1.Какая функция называется периодической и каковы ее свойства? 

2.Какой ряд называется тригонометрическим? В чем состоит задача разложения функции в тригонометрический ряд? 

3.Назовите основную тригонометрическую систему функций и укажите ее свойства. 

4.Каковы условия разложения функции в ряд Фурье? 

5.Сформулируйте теорему Дирихле. 
6. Ряды Фурье для четной и нечетной функции.

7. Разложение в ряд Фурье, заданный в промежутке [image: image810.png][0,2.




8. Дайте определения рядов Тейлора и Маклорена.

9. Укажите необходимые и достаточные условия разложения функции в ряды Тейлора и Маклорена. 

10. По каким формулам вычисляются коэффициенты указанных рядов.

11. Укажите план (порядок действий) разложения данной функции f(x) в ряд Тейлора (Маклорена). 
Практическая работа №27

Формула полной вероятности. Формула Байеса. Формула Бернулли.
Цель: научиться пользоваться формулами полной вероятности, Байеса и Бернулли при вычислении вероятности события.
Теоретические обоснования

Формула полной вероятности

Пусть имеется группа попарно-несовместных событий 
[image: image811.wmf]n
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 и событие B, которое может произойти с одним и только с одним из событий 
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 (5)

Формула (5) называется формулой полной вероятности.

Пример. Даны ящики, содержащие белые и черные шары.  Имеется:

два ящика 1 состава, содержащие 1 черный шар и 2 белых,

один ящик 2 состава, содержащие 10 черных шаров,

два ящика 3 состава, содержащие 1 черный шар и 3 белых,

Найти вероятность того, что наудачу взятый шар из случайно выбранного ящика белый.

Решение. Обозначим

A1-событие “выбран ящик 1-го состава”,

A2-событие “выбран ящик 2-го состава”,

A3-событие “выбран ящик 3-го состава”,

B -событие “выбран белый шар”.

Тогда
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[image: image815.wmf].
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Формула Байеса

Пусть имеется группа попарно-несовместных событий 
[image: image816.wmf]n
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 и событие B, которое может произойти с одним и только с одним из событий 
[image: image817.wmf].
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Откуда получим
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(6)

Эта формула называется формулой Байеса. В отличие от формулы полной вероятности формула (6) используется для оценки вероятностей после того, как некоторое событие произошло.

Пример. Два стрелка делают по одному выстрелу по мишени одновременно. Вероятности попадания для каждого из них соответственно 0,8 и 0,4. После выстрела в мишени обнаружено только одно попадание. Определить вероятность попадания для каждого из них.

Решение. Обозначим события:

A- “попадание 1-го стрелка”,

B- “попадание 2-го стрелка”,

C- “в мишени 1 попадание”.

Тогда C=A(B+(AB. 

Вероятности P(A(B)=0,8*0,6=0,48; P((AB)=0,2*0,4=0,08 и

P(C)= P(A(B+(AB)=0,48+0,08=0,56.

Вероятность события P(C/ A(B)=1 и P(C/(AB)=1. Тогда


[image: image820.wmf].

7

6

56

,

0

48

,

0

*

1

)

(

)

(

)

/

(

)

/

(

;

7

1

56

,

0

08

,

0

*

1

)

(

)

(

)

/

(

)

/

(

=

=

=

=

=

=

C

P

B

A

P

B

A

C

P

C

B

A

P

C

P

B

A

P

B

A

C

P

C

B

A

P


Рассмотренные нами теоремы позволяют определять вероятности различных сложных событий.

Пусть A некоторое событие, вероятность появления которого в единичном испытании равна p. Проведем n испытаний. Если вероятность появления события A не зависит от числа проведенных и результата предыдущих испытаний и не изменяется при проведении испытаний, то мы имеем схему независимых испытаний. Обозначим вероятность того, что событие A появится k раз среди n испытаний буквой
[image: image821.wmf])
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Пример. Найти вероятность того, что в мишени 2 попадания после серии из 3 выстрелов, если вероятность попадания p=0,6.

A- событие “попадание в результате выстрела”,

B - событие “в мишени 2 попадания”.

B=AA(A( A(AA( (AAA, 

P(B)=P(AA(A)+P( A(AA)+P(AAA)=p2q+pqp+qp2=3p2q=0.432.
[image: image822.wmf]
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Где
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p - вероятность появления события в единичном испытании,

q - вероятность непоявления события, q=1-p,

n!=1(2(3(...(n.

Эта формула называется формулой Бернулли.

Пример. Найти вероятность того, что при 7 броcаниях монеты 2 раза появится герб.

Решение. По условию n=7, k=2, p=1/2. Тогда
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Схема независимых испытаний определяет случайную величину, которая называется биномиально распределенной. Ее возможные значения равны 0,1,2,...,n. На практике нужно уметь определять вероятность того, что число появлений события лежит в некоторых пределах. Для такого подсчета нужно подсчитать вероятность появления каждого значения, а затем просуммировать их. Схема независимых испытаний широко  используется при статистическом контроле.

Практические задания
1. В группе из 20 студентов необходимо выбрать троих делегатов на студенческую конференцию. Сколькими различными способами можно это сделать?

2. Сколькими различными способами можно заполнить карточку «Спортлото», если для ее заполнения требуется отметить 6 видов спорта из перечисленных в карточке 49 видов?

3. Сколько разных требований на 3 книги может составить читатель, если в библиотеке всего 1000 наименований книг?

4. В ассортименте магазина 10 видов шоколадных конфет. Для составления новогоднего подарка используют 6 видов, причем берется одинаковое количество конфет каждого вида. Сколько различных подарков можно составить?

5. Для составления новогодних подарков куплено 6 видов шоколадных конфет и 8 видов карамели. Для составления одного подарка используется 4 вида шоколадных конфет и 5 видов карамели. Сколькими различными способами можно собрать подарок (количество конфет каждого вида, включаемого в подарок, одинаково)?

6. Из пяти имеющихся красок выбирают две краски для получения смеси. Сколько различных смесей можно получить, если разными считаются смеси, имеющие разный состав красок?

7. На четвертом курсе одного из факультетов читается 6 спецкурсов. Каждый четверокурсник обязан выбрать для посещения два спецкурса. Сколькими способами он может это сделать?

8. Из одиннадцати студентов, среди которых два отличника, необходимо выбрать восьмерых для работы по обслуживанию студенческой олимпиады. Сколькими способами это можно сделать, если отличники обязательно должны войти в число этих восьмерых?

9. Игральная кость подбрасывается дважды. Наблюдаемый результат - пара чисел, выпавших в первый и второй раз. События: А1 – оба раза выпало число 6; А2 – число 6 не выпало ни разу; А3 - число 6 выпало ровно один раз; А4 – оба раза выпало число очков, кратное трем; А5 – первый раз выпало четное число, а второй раз – нечетное; А6 – оба раза выпало одно и то же число; А7 - сумма выпавших чисел не больше 4.

10. Подбрасываются три монеты. Наблюдаемый результат – выпадение орла (О) или решки (Р) на первой, второй и третьей монетах. События: А1 – решка выпала на одной монете; А2 – решка не выпала ни на одной монете; А3 – решка выпала на первой монете; А4 – орел выпал хотя бы на двух монетах.

11. Эксперимент состоит в раскладывании наудачу трех занумерованных шаров по трем ящикам. В каждый ящик может поместиться любое число шаров. Наблюдаемый результат – тройка чисел (i, j, k), где i, j, k – номера ящиков, в которые попали соответственно первый, второй и третий шары. События: А1 – первый ящик пустой; А2 – в каждый ящик попало по одному шару; А3 – все шары попали в один ящик.

12. Производится стрельба по плоской прямоугольной мишени: 
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. Наблюдаемый результат – координаты точки попадания в декартовой системе координат. По условиям стрельбы непопадание в указанный прямоугольник исключено. События: А1 – абсцисса точки попадания не меньше ординаты; А2 – произведение координат точки неотрицательно; А3 – абсцисса точки по модулю не больше единицы.

13. Из 20 яблок, находящихся в корзине, 6 яблок – сорта «шафран». Найти вероятность того, что взятое из корзины яблоко не принадлежит сорту «шафран».

14. В магазин поступило 12 компьютеров, среди которых три имеют скрытые дефекты. Найти вероятность того, что выбранный наудачу компьютер не имеет скрытых дефектов.

15. Автомат, изготавливающий однотипные детали, дает в среднем 6% брака. Из большой партии взята наудачу одна деталь для контроля. Найти вероятность того, что она бракованная.

16. Игральная кость подбрасывается один раз. Найти вероятности следующих событий: А1 - выпало число 5; А2 – выпало число, кратное трем; А3 – выпало число, меньшее 5.

17. Найти вероятность событий из задачи 2., а также в условиях задачи 2. найти вероятности следующих событий: А8 – оба раза выпало число, меньшее 5; А9 – число 6 выпало хотя бы один раз.

18. Игральная кость подбрасывается один раз. Наблюдаемый результат – выпавшее число очков. Рассмотрим события: А1 – выпавшее число кратно трем; А2 – выпавшее число нечетно; А3 – выпавшее число не меньше трех; А4 – выпавшее число не больше двух; А5 – выпало число от 2 до 4. Выяснить, какие из этих событий являются попарно несовместными. Сформулировать, в чем состоят события 
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3, А1А2, А1+А2, А1А3, А1+А3, А1А4, А1+А4, А1А5, А2А3, А2А5, А2+А5, А3А4, А3+А4, А3А5, А3+А5, А4+А5, А1+А2+А5.

19. Из партии калькуляторов выбирают пять калькуляторов для проверки. Наблюдаемый результат – число калькуляторов, имеющих брак. Рассмотрим события: А1 – число бракованных калькуляторов не более трех; А2 – бракованных калькуляторов – три; А3 – число бракованных калькуляторов не менее двух; А4 – есть хотя бы четыре калькулятора с браком; А5 – есть хотя бы один калькулятор с браком. Выяснить, какие из этих событий являются попарно несовместными. Сформулировать, в чем состоят события 
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5, А1А3, А1+А3, А2А3, А2+А3, А1А5, А1+А5, А2+А4, А2А5, А3А4, А3+А4.

20. Производится осмотр телевизора, при котором можно обнаружить всего 4 различных дефекта. Наблюдаемый результат – количество обнаруженных дефектов. Рассмотрим события: А1 – обнаружен один дефект; А2 – обнаружено два дефекта; А3 – обнаружено три дефекта; А4 – обнаружены все дефекты; А5 – обнаружен хотя бы один дефект; А6 – обнаружено не менее двух дефектов; А7 – обнаружено не более двух дефектов. Выяснить, какие события являются попарно несовместными. Сформулировать, в чем состоят события 
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7, А1А5, А1+А5, А1А6, А1+А6, А1А7, А1+А7, А3А4, А3+А4, А5А7, А5+А7, А6А7, А6+А7, А2+А3+А4.

21. Из урны, в которой находятся 7 черных и 8 белых шаров, вынимают наугад три шара. Найти вероятность того, что они будут одного цвета.

22. На складе имеется 20 телефонных аппаратов корейского производства и 30 – немецкого. В среднем 5% корейских аппаратов и 2% немецких имеют брак. Найти вероятность того, что наугад взятый телефонный аппарат имеет брак.

23. На базу поступили одинаковые по объему партии холодильников с двух разных заводов. Вероятность того, что холодильник проработает без поломок в течение гарантийного срока, равна 0,85, если холодильник собран на 1-ом заводе, и 0,95, если на втором. Найти вероятность того, что наугад взятый холодильник не сломается в течение гарантийного срока.

24. Вся продукция фабрики выпускается станками трех типов. На станках первого типа выпускается 30% всей продукции, на станках второго – 20%. Станки первого типа дают 2% брака, второго типа – 1,5% и третьего – 1,2%. Найти вероятность того, что наугад взятое изделие этой фабрики окажется бракованным.

25. Партия транзисторов, среди которых 10% дефектных, поступила на проверку. Схема проверки такова, что с вероятностью 0,95 дефект обнаруживается (если он есть), и существует ненулевая вероятность 0,03 того, что исправный транзистор будет признан дефектным. Найти вероятность того, что случайно выбранный из партии транзистор будет признан дефектным.

26. В двух урнах находятся шары черного и белого цвета. Пятая часть шаров в первой урне и треть шаров во второй урне – черного цвета. Наугад выбирается урна и из нее извлекается шар. Найти вероятность того, что он – черный.

27. Из урны, содержащей 5 белый и 6 черных шаров, переложен вынутый наугад шар в урну, содержащую 5 белых и 3 черных шара. Найти вероятность того, что вынутый затем наугад шар из второй урны окажется белым.

28. Имеется 3 урны. В первой 3 белых и 4 черных шара, во второй – 2 белых и 5 черных шаров, в третьей – 4 белых и 3 черных шара. Наугад выбрали урну и вынули два шара. Найти вероятность того, что оба шара окажутся белыми. Найти вероятность того, что шары были вынуты из третьей урны, если оказалось, что они оба белые.

29. Монету бросают 6 раз. Найти вероятность того, что: а) герб выпадет три раза; б) герб выпадет один раз; в) герб выпадет не менее двух раз.

Контрольные вопросы

1. Элементы комбинаторики и вычисление вероятности событий. Геометрическая вероятность.

2. Теорема сложения вероятностей.

3. Условная вероятность. Независимость событий. Теорема умножения вероятностей.

4. Формула полной вероятности.

5. Формула Бейеса.

6. Вероятность событий в схеме Бернулли.

7. Локальная и интегральная теоремы Муавра – Лапласа.

Практическая работа №28

Дискретные случайные величины. Дисперсия.  Математическое ожидание и дисперсия числа появления события в независимых испытаниях.

Цель: при работе с ДСВ научиться вычислять их характеристики.
1. Дан закон распределения ДСВ Х:

	хi
	-1
	0
	2

	рi
	0,2
	р
	0,3


Найти: а) вероятность р; б) Р (Х
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0); в) Р(-1<X<3); г) P(-2
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X<0); д) P(X>-1); е) функцию распределения F(x). Построить график функции распределения и полигон. Вычислить М [Х] и D[Х].

2. Дан закон распределения ДСВ Х:

	хi
	1
	2
	3
	5

	рi
	0,2
	0,1
	0,4
	0,3


Найти: а) Р (Х>2); б) Р(1,5
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C

£

3,5); в) Р (Х<4); г) Р(2
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Х<5); д) функцию распределения; е) M[Х]; ж) D[Х]. Построить график функции распределения и полигон.

3. Дан закон распределения ДСВ Х:

	хi
	0
	2
	3

	рi
	р1
	р2
	¼


Найти р1 и р2, если М [Х]=1. Найти: а) P(-1<X<3); б) P(0<X
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3);
в) P(2
[image: image843.wmf]£

X<4); г) D[Х]. Построить график функции распределения.

4. Выполнить задания предыдущей задачи, если закон распределения задан таблицей:

	хi
	1
	2
	3

	рi
	р1
	р2
	1/4


и М [Х]=7/4.

5. Найти: а) закон распределения; б)М[Х]; в) D [Х]; г) P (1<X<2);
д) Р(X
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1,5), если функция распределения случайной величины Х равна

F (x) = 0, если х
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0,
 3/5, если 0<x
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1,

 
4/5, если 1<x
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1,5

 14/15, если 1,5<x
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3,

 1, если х>3
Контрольные вопросы

1. Определение случайной величины. Функция распределения и ее свойства.

2. Ряд распределения, полигон и функция распределения дискретной случайной величины.

3. Математическое ожидание и дисперсия дискретной величины. Среднее квадратическое отклонение.

4. Непрерывные случайные величины. Плотность распределения случайной величины.

5. Математическое ожидание, среднее квадратическое отклонение непрерывной случайной величины.

6. Выборки. Статистическая функция распределения.

7. Математические методы проверки гипотез в экономических задачах.

Перечень рекомендуемых учебных изданий, Интернет-ресурсов, дополнительной литературы
Основная:

1. Математика в примерах и задачах. Часть 1 [Электронный ресурс]: учебное пособие / Л.И. Майсеня [и др.]. — Электрон. текстовые данные. — Минск: Вышэйшая школа, 2014. — 359 c. — 978-985-06-2499-4. — Режим доступа: http://www.iprbookshop.ru/35494.html

2. Математика в примерах и задачах. Часть 2 [Электронный ресурс]: учебное пособие / Л.И. Майсеня [и др.]. — Электрон. текстовые данные. — Минск: Вышэйшая школа, 2014. — 431 c. — 978-985-06-2500-7. — Режим доступа: http://www.iprbookshop.ru/35495.html

3. Высшая математика : учебник и практикум для СПО / М. Б. Хрипунова [и др.] ; под общ. ред. М. Б. Хрипуновой, И. И. Цыганок. — М. : Издательство Юрайт, 2017. — 472 с. — (Серия : Профессиональное образование). — ISBN 978-5-534-01497-6. — Режим доступа: http://www. biblio-online.ru- ЭБС «Юрайт»

Дополнительная:

1. Седых, И. Ю. Математика: учебник и практикум для СПО / И. Ю. Седых, Ю. Б. Гребенщиков, А. Ю. Шевелев. — М. : Издательство Юрайт, 2017. — 443 с. — (Серия : Профессиональное образование). — ISBN 978-5-9916-5914-7. — Режим доступа: http://www. biblio-online.ru- ЭБС «Юрайт»

2. Шапкин А.С. Задачи с решениями по высшей математике, теории вероятностей, математической статистике, математическому программированию [Электронный ресурс] : учебное пособие для бакалавров / А.С. Шапкин, В.А. Шапкин. — Электрон. текстовые данные. — М. : Дашков и К, 2015. — 432 c. — 978-5-394-01943-2. — Режим доступа: http://www.iprbookshop.ru/5103.html

3. Шипачев В.С.Математика:  Учебник и практикум для СПО /Под ред. А.Н.Тихонова.-8-е изд., перераб. и доп.-М.:Юрайт, 2014. 

4. Журналы: Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Серия Естественные науки

5. Журналы: Вестник ВГУ. Серия: Физика. Математика

Интернет ресурсы:

1. Единая коллекция цифровых образовательных ресурсов: http://school-collection.edu.ru
2. Учительский портал: http://www.uchportal.ru
3. «Лекториум» просветительский  проект: https://www.lektorium.tv

_1189091324.unknown

_1210148597.unknown

_1300293095.unknown

_1338571252.unknown

_1338571502.unknown

_1479011944.unknown

_1479016849.unknown

_1479016946.unknown

_1479017018.unknown

_1479017062.unknown

_1479017083.unknown

_1479017000.unknown

_1479016930.unknown

_1479016844.unknown

_1479016847.unknown

_1479016827.unknown

_1338571528.unknown

_1479011403.unknown

_1479011444.unknown

_1478976178.unknown

_1429291127.unknown

_1338571512.unknown

_1338571522.unknown

_1338571507.unknown

_1338571296.unknown

_1338571321.unknown

_1338571457.unknown

_1338571462.unknown

_1338571326.unknown

_1338571309.unknown

_1338571316.unknown

_1338571303.unknown

_1338571273.unknown

_1338571285.unknown

_1338571290.unknown

_1338571278.unknown

_1338571263.unknown

_1338571268.unknown

_1338571257.unknown

_1338571121.unknown

_1338571208.unknown

_1338571231.unknown

_1338571241.unknown

_1338571246.unknown

_1338571236.unknown

_1338571219.unknown

_1338571225.unknown

_1338571213.unknown

_1338571145.unknown

_1338571197.unknown

_1338571203.unknown

_1338571150.unknown

_1338571132.unknown

_1338571141.unknown

_1338571126.unknown

_1338571049.unknown

_1338571098.unknown

_1338571110.unknown

_1338571115.unknown

_1338571104.unknown

_1338571086.unknown

_1338571092.unknown

_1338571080.unknown

_1304492048.unknown

_1304492371.unknown

_1304492463.unknown

_1338493558.unknown

_1338493566.unknown

_1338571044.unknown

_1338493546.unknown

_1304492602.unknown

_1304492409.unknown

_1304492445.unknown

_1304492382.unknown

_1304492236.unknown

_1304492246.unknown

_1304492091.unknown

_1304491726.unknown

_1304491974.unknown

_1304491536.unknown

_1216582547.unknown

_1226487274.unknown

_1226490950.unknown

_1226493501.unknown

_1226496553.unknown

_1226496784.unknown

_1226496986.unknown

_1252668035.unknown

_1263475331.unknown

_1263475376.unknown

_1252874253.unknown

_1226496985.unknown

_1226496755.unknown

_1226496250.unknown

_1226496526.unknown

_1226496214.unknown

_1226493520.unknown

_1226492881.unknown

_1226493123.unknown

_1226493162.unknown

_1226493481.unknown

_1226493185.unknown

_1226493133.unknown

_1226493122.unknown

_1226493121.unknown

_1226491270.unknown

_1226492879.unknown

_1226492880.unknown

_1226491271.unknown

_1226491035.unknown

_1226491269.unknown

_1226491034.unknown

_1226491033.unknown

_1226490811.unknown

_1226490948.unknown

_1226490949.unknown

_1226490846.unknown

_1226490947.unknown

_1226487334.unknown

_1226487549.unknown

_1226487600.unknown

_1226487618.unknown

_1226487581.unknown

_1226487352.unknown

_1226487302.unknown

_1226484105.unknown

_1226486775.unknown

_1226487107.unknown

_1226487141.unknown

_1226486816.unknown

_1226484639.unknown

_1226486671.unknown

_1226486684.unknown

_1226484741.unknown

_1226485824.unknown

_1226484280.unknown

_1226484561.unknown

_1226484442.unknown

_1226484194.unknown

_1223449220.unknown

_1223449228.unknown

_1223449236.unknown

_1225741801.unknown

_1226052939.unknown

_1223449238.unknown

_1223449240.unknown

_1223449241.unknown

_1223449242.unknown

_1223449239.unknown

_1223449237.unknown

_1223449232.unknown

_1223449234.unknown

_1223449235.unknown

_1223449233.unknown

_1223449230.unknown

_1223449231.unknown

_1223449229.unknown

_1223449224.unknown

_1223449226.unknown

_1223449227.unknown

_1223449225.unknown

_1223449222.unknown

_1223449223.unknown

_1223449221.unknown

_1223449071.unknown

_1223449075.unknown

_1223449077.unknown

_1223449093.unknown

_1223449076.unknown

_1223449073.unknown

_1223449074.unknown

_1223449072.unknown

_1216746335.unknown

_1223449069.unknown

_1223449070.unknown

_1223449068.unknown

_1216645014.unknown

_1216645055.unknown

_1216645088.unknown

_1216645037.unknown

_1216582908.unknown

_1216582924.unknown

_1216582562.unknown

_1215108962.unknown

_1216322957.unknown

_1216396582.unknown

_1216399139.unknown

_1216582421.unknown

_1216582466.unknown

_1216582493.unknown

_1216582510.unknown

_1216582444.unknown

_1216404523.unknown

_1216452666.unknown

_1216404324.unknown

_1216398070.unknown

_1216398832.unknown

_1216397858.unknown

_1216395655.unknown

_1216396275.unknown

_1216396479.unknown

_1216396012.unknown

_1216325941.unknown

_1216391740.unknown

_1216392114.unknown

_1216391215.unknown

_1216323079.unknown

_1215109524.unknown

_1215109634.unknown

_1215974485.unknown

_1215974626.unknown

_1215974579.unknown

_1215972618.unknown

_1215972698.unknown

_1215972593.unknown

_1215109565.unknown

_1215109134.unknown

_1215109413.unknown

_1215109082.unknown

_1210149431.unknown

_1215108003.unknown

_1215108769.unknown

_1215108853.unknown

_1215108599.unknown

_1215107819.unknown

_1215107881.unknown

_1210149513.unknown

_1210148949.unknown

_1210149135.unknown

_1210149342.unknown

_1210149109.unknown

_1210148790.unknown

_1210148856.unknown

_1210148663.unknown

_1189767007.unknown

_1204908817.unknown

_1204910600.unknown

_1204911068.unknown

_1210148229.unknown

_1210148339.unknown

_1210148466.unknown

_1210148519.unknown

_1210148288.unknown

_1208276305.unknown

_1208277311.unknown

_1210147993.unknown

_1210148140.unknown

_1208277728.unknown

_1208277911.unknown

_1208277598.unknown

_1208276932.unknown

_1208277045.unknown

_1204911272.unknown

_1208276018.unknown

_1208276243.unknown

_1204911222.unknown

_1204910881.unknown

_1204910949.unknown

_1204910992.unknown

_1204910913.unknown

_1204910774.unknown

_1204910831.unknown

_1204910693.unknown

_1204909470.unknown

_1204910283.unknown

_1204910364.unknown

_1204910398.unknown

_1204910321.unknown

_1204909574.unknown

_1204910257.unknown

_1204909559.unknown

_1204909273.unknown

_1204909340.unknown

_1204909415.unknown

_1204909302.unknown

_1204909027.unknown

_1204909160.unknown

_1204908866.unknown

_1190534029.unknown

_1204908144.unknown

_1204908636.unknown

_1204908737.unknown

_1204908787.unknown

_1204908708.unknown

_1204908483.unknown

_1204908573.unknown

_1204908274.unknown

_1204907511.unknown

_1204907751.unknown

_1204907943.unknown

_1204907621.unknown

_1204907315.unknown

_1204907335.unknown

_1190534122.unknown

_1192103211.unknown

_1189768199.unknown

_1189769113.unknown

_1189769609.unknown

_1189769816.unknown

_1189769865.unknown

_1189769387.unknown

_1189769000.unknown

_1189769071.unknown

_1189768927.unknown

_1189767862.unknown

_1189768004.unknown

_1189768089.unknown

_1189767929.unknown

_1189767666.unknown

_1189767702.unknown

_1189767636.unknown

_1189093749.unknown

_1189704543.unknown

_1189705064.unknown

_1189766600.unknown

_1189766699.unknown

_1189705233.unknown

_1189704697.unknown

_1189704785.unknown

_1189704625.unknown

_1189689159.unknown

_1189689511.unknown

_1189689670.unknown

_1189704221.unknown

_1189689571.unknown

_1189689233.unknown

_1189094358.unknown

_1189094722.unknown

_1189094838.unknown

_1189094879.unknown

_1189094636.unknown

_1189094256.unknown

_1189094283.unknown

_1189093920.unknown

_1189092559.unknown

_1189093247.unknown

_1189093406.unknown

_1189093511.unknown

_1189093324.unknown

_1189092981.unknown

_1189093045.unknown

_1189092929.unknown

_1189092039.unknown

_1189092386.unknown

_1189092484.unknown

_1189092095.unknown

_1189091915.unknown

_1189091929.unknown

_1189091460.unknown

_1189091905.unknown

_979473424.unknown

_1092649485.unknown

_1187512091.unknown

_1189088791.unknown

_1189090238.unknown

_1189090907.unknown

_1189091092.unknown

_1189091251.unknown

_1189091058.unknown

_1189090401.unknown

_1189090867.unknown

_1189090332.unknown

_1189089060.unknown

_1189089373.unknown

_1189090036.unknown

_1189089125.unknown

_1189088923.unknown

_1189088979.unknown

_1189088808.unknown

_1189087550.unknown

_1189088055.unknown

_1189088468.unknown

_1189088492.unknown

_1189088079.unknown

_1189087832.unknown

_1189087969.unknown

_1189087582.unknown

_1189086028.unknown

_1189087348.unknown

_1189087485.unknown

_1189087314.unknown

_1187513485.unknown

_1187513683.unknown

_1187512976.unknown

_1187513243.unknown

_1096208613.unknown

_1187208440.unknown

_1187256072.unknown

_1187256521.unknown

_1187256737.unknown

_1187256848.unknown

_1187257109.unknown

_1187256656.unknown

_1187256226.unknown

_1187256465.unknown

_1187256166.unknown

_1187211799.unknown

_1187255898.unknown

_1187255973.unknown

_1187255852.unknown

_1187211984.unknown

_1187209520.unknown

_1187209984.unknown

_1187208679.unknown

_1127160748.unknown

_1187207782.unknown

_1187208091.unknown

_1187208283.unknown

_1187207936.unknown

_1187207081.unknown

_1187207376.unknown

_1187206945.unknown

_1137664476.unknown

_1096349313.unknown

_1098111908.unknown

_1099556730.unknown

_1127160621.unknown

_1099556658.unknown

_1096349314.unknown

_1096208735.unknown

_1096208776.unknown

_1096208795.unknown

_1096208921.unknown

_1096208782.unknown

_1096208765.unknown

_1096208731.unknown

_1092830304.unknown

_1092840024.unknown

_1093275700.unknown

_1093277551.unknown

_1095850881.unknown

_1093275704.unknown

_1093275260.unknown

_1093275551.unknown

_1092841254.unknown

_1092841577.unknown

_1092842031.unknown

_1092840728.unknown

_1092831580.unknown

_1092831974.unknown

_1092832016.unknown

_1092831581.unknown

_1092830563.unknown

_1092830575.unknown

_1092830350.unknown

_1092649965.unknown

_1092659322.unknown

_1092663571.unknown

_1092809587.unknown

_1092811297.unknown

_1092830226.unknown

_1092830260.unknown

_1092829211.unknown

_1092829390.unknown

_1092809869.unknown

_1092810356.unknown

_1092809775.unknown

_1092664129.unknown

_1092809452.unknown

_1092665839.unknown

_1092664122.unknown

_1092659971.unknown

_1092663505.unknown

_1092659515.unknown

_1092655850.unknown

_1092656039.unknown

_1092656321.unknown

_1092656017.unknown

_1092649995.unknown

_1092655836.unknown

_1092649980.unknown

_1092649531.unknown

_1092649960.unknown

_1092649963.unknown

_1092649964.unknown

_1092649962.unknown

_1092649663.unknown

_1092649799.unknown

_1092649959.unknown

_1092649659.unknown

_1092649506.unknown

_1092649526.unknown

_1092649492.unknown

_1080029824.unknown

_1081599370.unknown

_1092648807.unknown

_1092649230.unknown

_1092649463.unknown

_1092649476.unknown

_1092649482.unknown

_1092649466.unknown

_1092649370.unknown

_1092649457.unknown

_1092649448.unknown

_1092649353.unknown

_1092649003.unknown

_1092649114.unknown

_1092648815.unknown

_1082882590.unknown

_1083224872.unknown

_1083225740.unknown

_1082885264.unknown

_1082885392.unknown

_1081599427.unknown

_1081599467.unknown

_1081599536.unknown

_1081599605.unknown

_1081599438.unknown

_1081599407.unknown

_1081599414.unknown

_1081599400.unknown

_1080035577.unknown

_1081092145.unknown

_1081092285.unknown

_1081092294.unknown

_1081092322.unknown

_1081092346.unknown

_1081092342.unknown

_1081092298.unknown

_1081092289.unknown

_1081092259.unknown

_1081092280.unknown

_1081092210.unknown

_1081092039.unknown

_1081092126.unknown

_1081092132.unknown

_1081092071.unknown

_1081001660.unknown

_1081001743.unknown

_1080573034.unknown

_1080029937.unknown

_1080030004.unknown

_1080030085.unknown

_1080030092.unknown

_1080030164.unknown

_1080030060.unknown

_1080029962.unknown

_1080029983.unknown

_1080029951.unknown

_1080029888.unknown

_1080029901.unknown

_1080029863.unknown

_1000143049.unknown

_1080028155.unknown

_1080028289.unknown

_1080029709.unknown

_1080029774.unknown

_1080029800.unknown

_1080029750.unknown

_1080028383.unknown

_1080028394.unknown

_1080028370.unknown

_1080028203.unknown

_1080028248.unknown

_1080028265.unknown

_1080028227.unknown

_1080028181.unknown

_1080028195.unknown

_1080028170.unknown

_1016310708.unknown

_1080024762.unknown

_1080028133.unknown

_1080028146.unknown

_1080028090.unknown

_1016383742.unknown

_1016383798.unknown

_1075971385.unknown

_1016310806.unknown

_1001351906.unknown

_1001354533.unknown

_1009997213.unknown

_1009997276.unknown

_1009997283.unknown

_1009997267.unknown

_1001354622.unknown

_1001353765.unknown

_1001354258.unknown

_1001352496.unknown

_1001351479.unknown

_1001351680.unknown

_1001351730.unknown

_1001351592.unknown

_1001350610.unknown

_1001350821.unknown

_1001350322.unknown

_999962710.unknown

_1000063022.unknown

_1000141831.unknown

_1000142848.unknown

_1000143022.unknown

_1000142760.unknown

_1000140419.unknown

_1000140965.unknown

_1000063406.unknown

_1000062575.unknown

_1000062789.unknown

_1000062858.unknown

_1000062614.unknown

_1000060360.unknown

_1000062130.unknown

_999963247.unknown

_979541022.unknown

_999961615.unknown

_999961619.unknown

_999961625.unknown

_999961617.unknown

_999961296.unknown

_999961612.unknown

_999961610.unknown

_999960166.unknown

_979539337.unknown

_979540746.unknown

_979540789.unknown

_979540520.unknown

_979496793.unknown

_979497234.unknown

_979497426.unknown

_979498077.unknown

_979497378.unknown

_979497200.unknown

_979494888.unknown

_969811542.unknown

_979408576.unknown

_979466415.unknown

_979468420.unknown

_979468565.unknown

_979468929.unknown

_979469275.unknown

_979469496.unknown

_979468682.unknown

_979468508.unknown

_979466883.unknown

_979467015.unknown

_979466794.unknown

_979411869.unknown

_979465272.unknown

_979465367.unknown

_979462861.unknown

_979410527.unknown

_979410828.unknown

_979408875.unknown

_969811816.unknown

_969814956.unknown

_969815178.unknown

_969824258.unknown

_969861183.unknown

_969861720.unknown

_969864462.unknown

_969824282.unknown

_969824313.unknown

_969824267.unknown

_969815782.unknown

_969816181.unknown

_969816185.unknown

_969816189.unknown

_969815860.unknown

_969815419.unknown

_969815462.unknown

_969815300.unknown

_969814982.unknown

_969814991.unknown

_969814969.unknown

_969814858.unknown

_969814908.unknown

_969814932.unknown

_969814877.unknown

_969814817.unknown

_969814841.unknown

_969811858.unknown

_969814727.unknown

_969811669.unknown

_969811687.unknown

_969811793.unknown

_969811679.unknown

_969811642.unknown

_969811658.unknown

_969811637.unknown

_969809255.unknown

_969809421.unknown

_969809597.unknown

_969811529.unknown

_969811537.unknown

_969811512.unknown

_969809455.unknown

_969809482.unknown

_969809538.unknown

_969809564.unknown

_969809500.unknown

_969809465.unknown

_969809443.unknown

_969809305.unknown

_969809330.unknown

_969809411.unknown

_969809319.unknown

_969809294.unknown

_969809299.unknown

_969809264.unknown

_969809288.unknown

_969695333.unknown

_969695363.unknown

_969809206.unknown

_969809230.unknown

_969809240.unknown

_969809218.unknown

_969809190.unknown

_969809199.unknown

_969777532.unknown

_969777744.unknown

_969781865.unknown

_969695440.unknown

_969695442.unknown

_969695364.unknown

_969695343.unknown

_969695345.unknown

_969695357.unknown

_969695344.unknown

_969695336.unknown

_969695341.unknown

_969695334.unknown

_969695326.unknown

_969695328.unknown

_969695330.unknown

_969695327.unknown

_934155641.unknown

_952196460.unknown

_969695301.unknown

_969695321.unknown

_969695299.unknown

_952264006.unknown

_934156207.unknown

_934156237.unknown

_934155988.unknown

_934155623.unknown

_934155635.unknown

_933211470.unknown

_933211531.unknown

_933211459.unknown

