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ПЕРЕЧЕНЬ ПРАКТИЧЕСКИХ РАБОТ
	Практические работы


	Д/З

	1
	Простые  проценты.
	отчет

	2
	Сложные проценты.
	отчет

	3
	Модели операций дисконтирования.
	отчет

	4
	Модели инфляции в коммерческих операциях.
	отчет

	5
	Исследование сравнения финансово-коммерческих операций.
	отчет

	6
	Модели операций с акциями и облигациями.
	отчет

	7
	Нахождение приближающейся функции в виде квадратного трехчлена.
	отчет

	8
	Показательная функция.
	отчет

	9
	Дробно-линейная функция.
	отчет

	10
	Критерии значимости.
	отчет


Порядок выполнения отчета по практической работе

 1. Ознакомиться с теоретическим материалом по практической работе.

2. Выполнить предложенное задание согласно варианту по списку 

группы.

3. Продемонстрировать результаты выполнения предложенных заданий 

преподавателю.

4. Составить по практической работе отчет.

5. Ответить на контрольные вопросы.
Практическая работа №1
Простые  проценты. 

Цель: разобрать понятие простых процентов, сущность операции дисконтирования, понятие учетной ставки, научиться работать с формулами.

Теоретические обоснования
При начислении простых процентов по ставке i за базу берется первоначальная сумма долга Р. Наращенная сумма S растет линейно от времени. Под процентными деньгами или процентами I в финансовых расчетах понимают абсолютную величину дохода от предоставления денег в долг в любой форме: в виде выдачи денежной ссуды, продажи в кредит, помещении денег на сберегательный счет, учет векселя, покупка сберегательного сертификата или облигаций и т.д.

В какой бы форме не выступали проценты, это всегда конкретное проявление такой экономической категории, как ссудный процент.

· При заключении финансового или кредитного соглашения стороны (кредитор и заемщик) договариваются о размере процентной ставки - отношения суммы процентных денег, выплачиваемых за фиксированный отрезок времени к величине ссуды.

Продолжительность времени, к которой  относится процентная ставка, называют периодом начисления. Ставка измеряется в процентах и задается величиной за год в виде десятичной или натуральной дроби.

Начисление процентов, в основном, производится дискретно, т.е. в отдельные (обычно равноотстоящие) моменты времени (дискретные проценты). В качестве периодов начисления принимают год, полугодие, квартал, месяц. Иногда практикуют ежедневное начисление, а в ряде случаев удобно применять непрерывные проценты. Процентные ставки, указываемые в контрактах, могут быть постоянными или переменными («плавающими»). Плавающие ставки часто применяются во внешнеэкономических операциях.

Ставка процентов обычно устанавливается в расчете за год, поэтому при продолжительности ссуды менее года необходимо выяснить, какая часть процента уплачивается кредитору. Для этого величину n (срок ссуды) выражают в виде дроби:

n = t/K,

где:   n - срок ссуды (измеренный в долях года), K - число дней в году (временная база), t - срок операции (ссуды) в днях. Существует  несколько вариантов расчета процентов, различающихся выбором временной базы K и способом измерения срока пользования ссудой.

Часто за базу измерения времени берут год, условно состоящий из 360 дней (12 месяцев по 30 дней в каждом). В этом случае говорят, что вычисляют обыкновенный или коммерческий процент. В отличие от него точный процент получают, когда за базу берут действительное число дней в году: 365 или 366. Определение числа дней пользования ссудой также может быть точным или приближенным. В первом случае вычисляют фактическое число дней между двумя датами, во втором - продолжительность ссуды определяется числом месяцев и дней ссуды, приближенно считая все месяцы равными, содержащими по 30 дней. В обоих случаях счет дней начинается со следующего дня после открытия операции. Подсчет точного числа дней между двумя датами можно осуществить на компьютере, взяв разность этих дат, или с помощью специальной таблицы, в которой представлены порядковые номера дат в году. Комбинируя различные варианты временной базы и методов подсчета дней ссуды, получаем три варианта расчета процентов, применяемые в практике финансовых вычислений:

(1) точные проценты с точным числом дней ссуды (365/365) - британский;

(2) обыкновенные проценты с точным числом дней ссуды (365/360) -французский;

(3) обыкновенные проценты с приближенным числом дней ссуды (360/360) - германский. Вариант расчета с точными процентами и приближенным измерением времени ссуды не применяется. Проценты либо выплачиваются кредитору по мере их начисления, либо присоединяются к сумме долга. Процесс увеличения  денег в связи с присоединением процентов к сумме долга называют наращением или ростом первоначальной суммы. Ставки процентов могут применяться к одной и той же начальной сумме на протяжении всего срока ссуды (простые проценты) или к сумме с начисленными в предыдущем периоде процентами (сложные  проценты).

Таблица 1Простые проценты, наращение

	Условия финансовой операции
	Пояснения к определяемой величине
	Формулы расчета и  номера формул

	Процентная ставка i постоянна в течение всего срока ссуды n
	Наращенная сумма, руб.
	S = P(1+ n×i)                                 (1)

	
	
	S = P + I                                         (2)

	
	Множитель наращения
	Мн = (1 + n×i)                                (3)

	
	Проценты (процентные деньги), руб.
	I= P×n×i                                         (4)

	Процентная ставка i изменяется в течение срока ссуды
	Наращенная сумма, руб.
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	Множитель наращения
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	Проценты (процентные деньги), руб.
	I = P× Σnt×it                                   (7)

	Реинвестирование в течение всего срока ссуды по периодам
	Наращенная сумма, руб.
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	Множитель наращения
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	Определение срока ссуды по простой ставке i
	Срок ссуды, годы
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	Срок ссуды, дни
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	Определение процентной ставки i
	Процентная ставка, доли (в процентах -результат умножить на 100)
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	Общее условие
	Срок ссуды, дни
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	Срок ссуды, годы
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Когда по заданной сумме, соответствующей концу финансовой операции, требуется найти исходную сумму, получаемую заемщиком, решается задача, обратная наращению. Такая операция называется дисконтированием конечной суммы долга. Основные формулы дисконтирования, необходимые для решения задач по разделу 1 (простые проценты), приведены в таблице 2.

Таблица 2 Простые проценты, дисконтирование 

	Условия финансовой операции
	Пояснения к определяемой величине
	Формулы расчета и номера формул

	Математическое дисконтирование по ставке простых процентов i
	Современная величина (текущая стоимость конечной суммы S) и дисконт, руб.
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	D = S – P                              (16)

	
	Дисконтный множитель

(< 1)
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	Банковский (коммерческий учет) по учетной ставке d
	Современная величина (текущая стоимость суммыS), руб.
	P = S (1 - n×d)                     (18)

	
	Дисконт, руб.
	D = S×n×d                            (19)

	
	Дисконтный множитель
	Md = (1 - n×d)                      (20)

	Наращение по учетной ставке
	Конечная сумма долга S при учетной ставке d
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	Определение срока ссуды по учетной ставке d
	Срок ссуды, годы
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	Срок ссуды, дни
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Операции наращения и дисконтирования  по своей сути противоположны, но ставка наращения и учетная ставка могут использоваться для решения обеих задач. В этом случае, в зависимости от применяемой ставки, можно различать прямую и обратную задачи (таблица 3).Таблица 3 Прямая и обратная задачи

	Ставка
	Прямая задача
	Обратная задача

	Наращения i
	Наращение:

S=P(1 + n×i)
	Дисконтирование:

P=S/(1 + n×i)

	Учетная d
	Дисконтирование:

P=S(1- n×d)
	Наращение:

S=P/(1- n×d)


Практические задания

Задача 1.

Вкладчик положил в банк под 15% годовых три тысячи рублей, какая сумма будет на счете вкладчика а) через три месяца; б) через год; в) через три с половиной года?

Задача 2.

Годовая ставка простых процентов составляет 14%. Через сколько лет вложенная сумма удвоится?

Задача 3.

Переводный вексель (тратта) выдан на сумму 100 000 руб. с уплатой 15.10. Владелец векселя учёл его в банке раньше 10.09 по учетной ставке 20%. Определить получаемую при учёте сумму и дисконт.

Задача 4.

Какую сумму необходимо положить в банк при условии 15% годовых так, чтобы накопить 50 000 руб. через 6 месяцев; через год; через 2 года 8 месяцев.

Задача 5.

Покупатель купил в кредит костюм стоимостью 9000 руб. и уплатил в момент приобретения 2000 руб., а на остальную сумму получил кредит на 6 месяцев под 12% годовых на условии гашения долга равными ежемесячными уплатами. Определите размер ежемесячного платежа.

Задача 6.

Финансовый инструмент на сумму S млн. руб., срок платежа по которому наступает через 4 года, продан с дисконтом по учётной ставке d% годовых. Какова сумма дисконта?

S=25;     d=15%.

Задача 7.

Переводный вексель (тратта) выдан на сумму 100 000 руб. с уплатой 15.10. Владелец векселя учёл его в банке раньше 10.09 по учетной ставке 20%. Определить получаемую при учёте сумму и дисконт.

Задача 8.

Покупатель купил в кредит костюм стоимостью 9000 руб. и уплатил в момент приобретения 2000 руб., а на остальную сумму получил кредит на 6 месяцев под 12% годовых на условии гашения долга равными ежемесячными уплатами. Определите размер ежемесячного платежа.

Задача 9.

Кредитор предоставил сумму в размере 4,5 млн. руб. с условием погашения долга через 100 дней в размере 5 млн. руб. Определить доходность операции для кредитора в виде простой и учетной ставок процентов.

Задача 10.

Вексель выдан на сумму S тыс. руб.владелец учел его в банке за t дней до погашения по учетной ставке d% годовых. Определить полученную владельцем сумму P и дисконт банка D для точных и приближенных процентов.

S=18,              t=30,              d=20%

Контрольные вопросы
1. Виды финансово - коммерческих  операций.

2. Роль фактора времени в операциях.

3. Понятие процента.

4. Виды процентных ставок.

5. Показатели финансовых операций.

6. Модели связей показателей операций.

7. Наращенная сумма множитель наращения.

8. Модель развития операций по схеме простых процентов.

9. Модели реинвестирования.

10. Переменные процентные ставки.

11. Схемы вложения денег в банк и модели расчета.

12.  Математическое дисконтирование.

13.  Коммерческий учет.

14.  Учетные ставки.

Практическая работа №2
Сложные проценты.

Цель: разобрать понятие сложных процентов, сущность операции дисконтирования, понятие учетной ставки, научиться работать с формулами.

Теоретические обоснования

При начислении сложных процентов по ставке i за базу берется сумма долга с начисленными на нее в предыдущем периоде процентами. Наращенная сумма S есть степенная функция.

Таблица 4

Сложные проценты, наращение

	Условия финансовой операции
	Пояснения к определяемой величине
	Формулы расчета и номера формул

	Процентная ставка i постоянна в течение всего срока ссуды n
	Наращенная сумма, руб.
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	Множитель наращения

(> 1)
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	Процентная ставка i изменяется в течение срока ссуды
	Наращенная сумма, руб.
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	Множитель наращения
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	Определение срока ссуды при наращении в N раз.

Если сумма должна быть удвоена в течение срока ссуды,

то N = 2
	Срок ссуды при сложных процентах, когда наращенная сумма должна увеличиться в N раз
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	Точная величина срока ссуды при удвоении суммы по сложным процентам
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	Точная величина срока ссуды при удвоении суммы по простым процентам
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	Приближенная величина срока ссуды при удвоении суммы по сложным процентам
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Сложные проценты, дисконтирование
	Условия финансовой операции
	Пояснения к определяемой величине
	Формулы расчета и номера формул

	Математическое дисконтирование по ставке сложных процентов i при начислении один раз в год 
	Современная величина (текущая стоимость конечной суммы S) и дисконт, руб.
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	D = S - P

	
	Учетный (дисконтный множитель) (< 1)
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Практические задания

Задача 1.

Годовая ставка сложных процентов и номинальная с ежемесячным начислением составляет 12%. Через сколько лет вложенная сумма удвоится в каждом варианте?

Задача 2.

Клиент имеет вексель на сумму 15 000 руб. и намеривается его учесть в банке 1 марта по сложной учетной ставке 12%. Какую сумму получит клиент, если срок погашения векселя а) 1 июня этого же года; б) 1 июля следующего года. Определить величину простой учетной ставки, не изменяющий доход банка.

Задача 3.

Вексель на 20 000 руб. со сроками погашения 20 ноября был учтён по простой ставке 18%. Определить полученную сумму клиентом и дисконт банка. Определить доходность операций по простой и сложной ставке, если провести учет по сложной учётной ставке 18%. Провести такие же расчеты при условии погашения векселя через год 20 ноября.

Задача 4.

Годовая ставка сложных процентов и номинальная с ежемесячным начислением составляет 14%. Через сколько лет вложенная сумма удвоится в каждом варианте?

Задача 5.

Банк учитывает вексель по номинальной учетной ставке f=8% с начислением процентов 3 раза в год и желает перейти к сложной учетной ставке dc. Какой величины должна быть ставка dc, чтобы доход банка не изменился?

Задача 6.

Построить таблицы и графики ежегодного изменения коэффициентов наращения для различных ставок сложных процентов 5%, 10%, 15%, 20%, за период 8 лет.

Задача 7.

На вклад 150 000 руб. начисляются проценты по номинальной ставке сложных процентов 24%  с ежемесячным начислением процентов. Средний уровень инфляции за квартал составляет 8%. Определить фактические размеры процентных денег в течение года с ежемесячным интервалом. Вычислить фактическую годовую ставку процента.

Задача 8.

Михаил через 35 лет уйдет на пенсию. Он планирует накопить в пенсионном фонде к тому времени 300 000 долл. Определите сумму ежеквартального платежа в фонд, если годовая номинальная сложная ставка 16%. Определите общую сумму реального платежа в фонд за 35 лет и сумму полученных процентов.

Задача 9.

Построить таблицы и графики ежегодного изменения коэффициентов наращения для различных ставок сложных процентов 12%, 15%, 18%, 20%, за период 6 лет.

Задача 10.

Годовая ставка сложных процентов и номинальная с ежемесячным начислением составляет 12%. Через сколько лет вложенная сумма удвоится в каждом варианте?

Задача 11.

Для номинальной процентной ставки 24% с начислением процентов 2 раза в год найти эквивалентные ставки: номинальные ежемесячным и эквивалентным начислением процентов, годовую эффективную процентную ставку. 

Задача 12.

Определить сроки договора, по которому сумма 7 тыс. руб. достигнет 20 тыс. руб. По годовой ставке 18% при начислении процентов по простой, сложной и номинальной ставкам с ежемесячным и эквивалентным начислением процентов.

Задача 13.

Володя собирается ежемесячно вносить на свой счет в банке в течение 10 лет по 150 долл. Годовая номинальная ставка сложных процентов составляет 24%. Какой доход можно получить через 10 лет при условиях перевода денег в начале, а не в конце месяца.

Задача 14.

Кредитор дает деньги в долг, получая вексель по которому через два года будет выплачено 5000 руб. Какую сумму следует дать под этот вексель сегодня, если за взятие в долг деньги выплачиваются проценты по номинальной ставке сложных процентов 12% с ежемесячным начислением?

Задача 15.

Клиент вложил в банк 10 000 руб. Какая сумма будет на счете клиента через 2 года, если банк начисляет проценты по сложной номинальной ставке 12% годовых при следующих начислениях процентов а) ежемесячно; б) ежеквартально; в) по полугодиям.

Задача 16.

Банк учел вексель за 70% его номинала за пол года до его выкупа. Определить доходность операции банка по различным эквивалентным ставкам.

Задача 17.

Какова эффективная ставка, если номинальная ставка равна  j% при начислении m раз в год сложных процентов.

j=30;    m=12.

Задача 18. 

Построить таблицу и графики ежегодного изменения коэффициентов наращения, процентных денег и наращенной суммы в течении 10 лет для вложений суммы 10 000 руб. на условиях сложной процентной ставки 15% годовых.

Задача 19.

Ссуда в размере 50 тыс. руб. Выдана на 3 года под 16% годовых по номинально сложной ставке с ежеквартальным начислением процентов. Определить доходность операций по эффективной ставке сложных процентов. Определить остальные эквивалентные ставки процентов.

Задача 20.

Фирма продает автомобили ВАЗ 2112 стоимостью 3600 долл. В кредит по сложной номинальной годовой ставке 12%, который должен быть погашен равными ежемесячными платежами в течение 3 лет. Определите величину ежемесячного платежа, сумму процентов и постройте график гашения долга.

Задача 21.

Построить таблицы и графики ежегодного изменения коэффициентов наращения для различных ставок сложных процентов 5%, 10%, 15%, 20%, за период 8 лет.

Задача 22.

Банк учитывает вексель за полгода до срока исполнения по простой учетной ставке 8% годовых. Определить величину сложной и номинальной учётных ставок не изменяющих доход банка.

Задача 23.

Вкладчик желает накопить в течении 5 лет 150 000 руб., производя ежемесячные равные вложения по сложной номинальной годовой ставке 12%. Определите сумму ежемесячного платежа как для взносов вначале, так и в конце месяца, проценты начисляются ежемесячно.

Контрольные вопросы

1. Модели развития операции по схеме сложных процентов.

2.  Сложная номинальная ставка процентов.

3.  Капитализация процентов.

4.  Уравнения эквивалентности.

5. Эффективная ставка процентов.

Практическая работа №3
Модели операций дисконтирования.

Цель: научиться оперировать понятиями дисконтирования и учетной ставки в банковских расчетах.

Теоретические обоснования

Математическое дисконтирование представляет собой формальное решение задачи, обратной наращению первоначальной суммы ссуды. Решив уравнения для определения наращенной суммы относительно Р, находим:

	Простые проценты
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Банковский учет- это метод, где проценты за пользование ссудой в виде дисконта (
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) начисляются на сумму, подлежащую уплате в конце срока договора. При этом применяется учетная ставка d. 

	
	Простая учетная ставка
	Сложная учетная ставка

	
	
	дисконтирование

1 раз в год
	дисконтирование

m раз в год

	Банковский учет
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	Наращение
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В формулах использованы следующие обозначения:


n-срок от момента учета до даты погашения векселя в годах;

f-номинальная годовая учетная ставка.

Практические задания

Вариант 1

Задача 1.

Переводный вексель (тратта) выдан на сумму 100 000 руб. с уплатой 15.10. Владелец векселя учёл его в банке раньше 10.09 по учетной ставке 20%. Определить получаемую при учёте сумму и дисконт.

Задача 2.

Банк учитывает вексель по номинальной учетной ставке f=8% с начислением процентов 3 раза в год и желает перейти к сложной учетной ставке dc. Какой величины должна быть ставка dc, чтобы доход банка не изменился?

Задача 3.

Инвестор намерен положить деньги в банк под 20% годовых с целью накопления через два года 500 тыс. р. Определить сумму вклада в случае простых и сложных процентов.

Задача 4.

Финансовый инструмент на сумму S млн. руб., срок платежа по которому наступает через 4 года, продан с дисконтом по учётной ставке d% годовых. Какова сумма дисконта?

S=25;     d=15%.

Задача 5.

Володя собирается ежемесячно вносить на свой счет в банке в течение 10 лет по 150 долл. Годовая номинальная ставка сложных процентов составляет 24%. Какой доход можно получить через 10 лет при условиях перевода денег в начале, а не в конце месяца.

Задача 6.

Дата погашения дисконтного векселя – 22 июля текущего года. Определите выкупную цену и дисконт на 2 июля векселя номиналом 100 млн руб., если вексельная ставка составляет 40% годовых, а число дней в году принять на 360.

Задача 7.

Переводный вексель (тратта) выдан на сумму 100 000 руб. с уплатой 15.10. Владелец векселя учёл его в банке раньше 10.09 по учетной ставке 20%. Определить получаемую при учёте сумму и дисконт.

Задача 8.

Кредитор предоставил сумму в размере 4,5 млн. руб. с условием погашения долга через 100 дней в размере 5 млн. руб. Определить доходность операции для кредитора в виде простой и учетной ставок процентов.

Задача 9.

Вексель выдан на сумму S тыс. руб.владелец учел его в банке за t дней до погашения по учетной ставке d% годовых. Определить полученную владельцем сумму P и дисконт банка D для точных и приближенных процентов.

S=18,              t=30,              d=20%

Задача 10.

Банк учел вексель за 70% его номинала за пол года до его выкупа. Определить доходность операции банка по различным эквивалентным ставкам.

Задача 11.

Переводный вексель (тратта) выдан на сумму 300 000 руб. с уплатой 20.03. Владелец векселя учел его в банке раньше 10.02 по учетной ставке 20%. На сумму долга начисляются проценты по сложной номинальной ставке 12% годовых. Определить наращенную сумму долга и сумма, получаемую при учёте.

Задача 12.

Коммерческие банки C и Dначисляют доход один раз в полгода, причём банк C по простой ставке, а банк D по сложной ставке процентов. Через год в этих банках средства инвестора увеличиваются на 60%. В какой банк выгоднее положить деньги на полгода и в какой – на полтора года.

Задача 13.

Долговое обязательство на сумму 6 млн. руб., срок оплаты которого наступает через 5 лет, продано с дисконтом по сложной учётной ставке 15% годовых. Определить размер полученной суммы и величину дисконта. Сравнить результаты вычислений с использованием 15% простой учетной ставки и номинальной с ежеквартальным дисконтированием.

Задача 14.

Какую прибыль получит банк в результате учета 20 апреля трех векселей по 30000 рублей каждый, если срок оплаты первого векселя 10 сентября, второго -30 сентября, а третьего- 5 октября, а учетная ставка банка 10%  годовых?

Задача 15.

Банк учитывает вексель за полгода до срока исполнения по простой учетной ставке 8% годовых. Определить величину сложной и номинальной учётных ставок не изменяющих доход банка.

Контрольные вопросы
1. Математическое дисконтирование.

2.  Коммерческий учет.

3.  Учетные ставки.

4. Дисконтирование по сложной ставке процентов.

5. Номинальная и эффективная ставки процентов.

 Практическая работа №4

Модели инфляции в коммерческих операциях.

Цель: научиться проводить финансово-коммерческие операции с учетом инфляции.

Теоретические обоснования
Инфляция- снижение реальной покупательной стоимости денег за период, охватываемый финансовой операцией.

Будем использовать следующие обозначения:

S- наращенная сумма по номиналу

C- наращенная сумма с учетом обесценивания
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H- темп инфляции (относительный прирост цен за период (%)): 
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Индекс цен за несколько периодов: 
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 барьерная ставка процентов (ставка процентов, выше которой будет приносить, в условиях данных показателей инфляции, реальный доход.)
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- брутто- ставка (ставка процентов, обеспечивающая реальную доходность финансовой операции в условиях инфляции)

Перечисленные параметры связаны между собой соотношениями, представленными в таблице:

	Показатели
	Учет инфляции

	
	простые проценты
	сложные проценты

	наращенная сумма
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	барьерная ставка
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	брутто- ставка
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	реальная доходность
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Учет инфляции в финансовых операциях чаще всего состоит в решении двух проблем:

· расчет реальной наращенной суммы С
· расчет реальной доходности финансовой операции в виде процентной ставки i
Практические задания

Задача 1.

Плотник договорился выполнять работу в течение месяца за 1400 руб. и получил 25% аванс. Уровень инфляции составил 40% за месяц. Определить в процентах от всей суммы эффективность такой операции плотника.

Задача 2.

Провести сравнения различных вариантов развития операций (не менее 5) вложения денежных средств в размере 50 000 руб. на срок 2 года, с учетом среднегодовой инфляции и построить графики изменения во времени наращенных сумм. В качестве источника информации можно использовать сведения о банковских вкладах в рублях. 

Задача 3.

Художник договорился выполнять работу в течение месяца за 2500 руб. и получил 15% аванс. Уровень инфляции составил 30% за месяц. Определить в процентах от всей суммы эффективность такой операции плотника.

Задача 4.

За два года цены выросли в 4 раза. Найти среднегодовые темп роста цен и темп инфляции.

Задача 5.

Банк начисляет проценты по вкладу по номинальной ставке 12 % годовых с ежемесячной капитализацией. Среднегодовой темп инфляции 2 %. Найти реальную доходность операции.

Контрольные вопросы

1. Уровень и индекс инфляции.

2.  Инфляционная премия.

3. Модели расчета процентных ставок, учитывающих инфляцию.

Практическая работа №5
Исследование сравнения финансово-коммерческих операций.
Цель: научиться проводить сравнение финансово-коммерческих операций.

Теоретические обоснования

Для определения срока или ставки финансовой операции необходимо, из уже знакомых формул наращения и дисконтирования по процентным и учетным ставкам, выразить период или ставку. 

	Простые проценты
	Сложные проценты
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Практические задания

Задача 1.

Построить таблицы и графики ежегодного изменения коэффициентов наращения для различных ставок сложных процентов 5%, 10%, 15%, 20%, за период 8 лет.

Задача 2.

Построить таблицы и графики ежегодного изменения коэффициентов наращения для различных ставок сложных процентов 12%, 15%, 18%, 20%, за период 6 лет.

Задача 3
Какова эффективная ставка процентов, если номинальная ставка равна 35 % при помесячном начислении процентов.

Задача 4.

Определить значение учетной ставки банка, эквивалентной ставке простых процентов 35 % годовых.

Задача 5.

Вексель учтен в банке по номинальной учетной ставке 20 % годовых с ежемесячным дисконтированием. Определить значение эффективной годовой ставки процентов.

Задача 6.

Определить значение учетной ставки банка, эквивалентной ставке простых процентов  30 % годовых, сроком 2 года. 

Задача 7.

Определить значение учетной ставки банка, эквивалентной ставке сложных процентов 20 % годовых.

Задача 8. Сумма в размере 4000 тыс. р. возрастает до 5000 тыс. р. при ставке сложных процентов 5% годовых. Определить срок выполнения такой финансовой операции. 

Задача 9. Срок платежа по векселю составляет 2 года. Эффективность операции учета в банке должна составлять 15 % годовых по простой ставки процентов. Определить эквивалентное значение учетной ставки.

Задача 10. Вексель учтен в банке по учетной ставке 30 % годовых за полгода до срока его погашения. Определить значение эквивалентной простотой годовой ставки процентов.

Задача 11. При учете векселя на сумму 500000 р., до срока оплаты которого осталось 60 дней, банк выплатил предъявителю 460000 р. Определить величину  простой учетной ставки банка и эквивалентной ей процентной ставки.

Задача 12.

Определить эффективную учетную ставку и сумму дисконта, если известно, что финансовый инструмент на сумму 5 млн. р., срок платежа по которому наступает через пять лет, продан с дисконтом при поквартальном дисконтировании по номинальной учетной ставке 15 %. 

Задача 13.

Сумма в размере 400 р. возрастает до 4500  р. при ставке сложных процентов 15% годовых. Определить срок выполнения такой финансовой операции, а также доходность операции в виде сложной учетной ставки.

Задача 14.

Определить доходность операции, в виде сложной процентной ставки, если за два года первоначальная сумма возросла в 2 раза. Начисление процентов раз в год. Определить эквивалентную ставку.

Контрольные вопросы

1. Виды финансово - коммерческих  операций.

2. Уравнения эквивалентности.

3. Эффективная ставка процентов.

4. Номинальная и эффективная ставки процентов.

5.  Потоки платежей и их характеристики.

Практическая работа №6

Модели операций с акциями и облигациями.

Цель: научиться проводить финансово-коммерческие операции с

ценными бумагами

Практические задания

Задача 1.

Курс акций на 11 июля составил: покупка 7300 руб., продажа 8000 руб., а на 28 сентября соответственно покупка 11750 руб., продажа 14750руб. Определить доход, полученный от покупки 100 акций 11 июля и их последующей продажи 28 сентября, а так же доходность операции купли-продажи в виде эффективной ставки простых процентов.

Задача 2.

Облигации, выпущенные банком с купонной ставкой 8,5%, продаются на первичном рынке по номиналу. Двумя годами раньше банк уже выпускал облигации, но с  купонной ставкой 8%. Определить будет ли её текущая рыночная цена выше или ниже номинала.

Задача 3.

Акции номиналом 1000 руб. были куплены по цене 2,5 тыс. руб. за полгода для выплаты дивидендов. Дивиденд по акциям за год был объявлен в размере 200% годовых. После объявления о выплате дивидендов курс акции составил 2,8 тыс. руб. Определить текущую доходность в виде эффективной ставки процентов. 

Задача 4.

Операция, связанная с покупкой и последующей продажей облигаций, должна принести через 3 года прибыль в 100 000 руб. Определите современную ценность этой суммы по сложной годовой учетной ставке d=30%. 

Задача 5.

Облигация куплена по курсу 80 и будет погашена через 5 лет после покупки. Ежегодные проценты ( купонные платежи) выплачиваются в конце года по ставке 7% годовых. Определить доходность этой покупки по эффективной ставке процентов.

Задача 6.

Акция номинальной стоимостью 500 руб. приобретена по курсу 2500 руб. Дивиденд по акции составляет 200 руб. Определить конечную годовую доходность.

Задача 6.

Переводный вексель (тратта) выдан на 100 000 руб. с уплатой 12 ноября того же года. Владелец векселя учёл его в банке досрочно – 12 сентября по простой учетной ставке 10%. Определите сумму, полученную владельцем векселя в банке, если число дней в году принять  равным  K=360.

Задача 7.

Облигации номиналом 100 тыс. руб. и сроком обращения 180 дней  были куплены в момент их выпуска по курсу 66,5 и проданы через 30 дней по курсу 88.

 Определить доходность купленных облигаций к погашению и текущую доходность купленных облигаций к погашению и текущую доходность купленных облигаций к аукциону в результате продаже, для расчетного количества дней в году 360.

Задача 8.

Курс акций на 23 июля составил: покупка 15300 руб., продажа 2000 руб., а на 2 сентября соответственно покупка 19750 руб., продажа 20750руб. Определить доход, полученный от покупки 100 акций 23 июля и их последующей продажи 2 сентября, а так же доходность операции купли-продажи в виде эффективной ставки простых процентов.

Контрольные вопросы

1. Виды операций с ценными бумагами.

2. Модели расчета операций с облигациями.

3.  Модели расчета операций с акциями.

4.  Оценка доходов и доходности операции с ценными бумагами.

Практические задания

Практическая работа №7

Нахождение приближающейся функции в виде квадратного трехчлена.

Цель: овладение практическими навыками построения эмпирических формул методом наименьших квадратов для параболы.
Практические задания

Указание по выполнению работы. Задания выполняются с помощью математического процессора MathCad и графической программы Advanced Grapher.

Теоретические упражнения.

Постановка задачи метода наименьших квадратов; метод нахождения параметров приближающей функции в общем виде y = f(x, a, b, c); нахождение приближающей функции в виде линейной функции и квадратного трехчлена; нахождение приближающей функции в виде других элементарных функций: степенной, показательной, дробно-линейной, логарифмической, гиперболы дробно-рациональной.

Варианты к заданиям:
	№
	y
	79,31
	57,43
	60,66
	92,55
	90,12
	71,30
	70,50
	91,52
	68,31
	58,56

	1
	x1
	5,84
	3,82
	6,19
	9,22
	7,87
	6,29
	4,43
	8,91
	5,34
	2,21

	2
	x2
	6,04
	6,33
	4,86
	5,91
	4,96
	5,58
	6,15
	6,13
	4,65
	5,49

	3
	x3
	4,22
	2,90
	1,68
	3,34
	4,21
	2,89
	4,15
	3,41
	3,37
	4,41

	
	y
	82,16
	61,02
	44,56
	82,52
	99,17
	70,24
	63,23
	66,48
	48,35
	40,24

	4
	x1
	0,12
	-3,48
	-4,45
	-6,19
	1,81
	-3,81
	0,84
	-2,08
	-1,28
	5,44

	5
	x2
	2,91
	2,94
	6,35
	6,58
	3,80
	6,43
	0,57
	5,96
	3,40
	4,55

	6
	x3
	6,43
	6,10
	2,55
	7,33
	6,72
	4,86
	5,64
	3,87
	3,27
	4,02

	
	y
	65,72
	58,05
	60,05
	55,79
	50,83
	47,69
	44,49
	59,74
	56,81
	45,82

	7
	x1
	5,14
	5,59
	4,33
	4,59
	4,21
	3,78
	4,23
	5,61
	4,87
	3,87

	8
	x2
	4,23
	1,40
	4,07
	2,93
	3,44
	1,09
	1,82
	2,43
	3,85
	0,97

	9
	x3
	5,46
	2,73
	6,49
	4,26
	2,39
	6,46
	0,86
	2,05
	1,93
	4,99

	
	y
	55,65
	67,68
	105,2
	85,02
	52,76
	58,86
	72,19
	61,09
	70,44
	51,67

	10
	x1
	9,11
	9,35
	8,90
	9,22
	8,74
	8,98
	8,77
	9,31
	8,81
	9,14

	11
	x2
	1,52
	3,24
	6,63
	7,15
	2,96
	1,73
	7,44
	3,70
	2,00
	2,63

	12
	x3
	2,51
	3,74
	8,70
	5,36
	1,89
	3,01
	3,59
	2,64
	4,77
	1,60

	
	y
	22,81
	28,42
	24,95
	26,96
	8,78
	36,55
	15,77
	22,89
	27,99
	14,45

	13
	x1
	0,06
	2,36
	-3,14
	2,10
	-4,89
	0,74
	-0,22
	1,63
	-0,13
	-4,97

	14
	x2
	6,82
	7,03
	7,08
	7,08
	7,97
	8,66
	6,98
	6,41
	8,32
	7,31

	15
	x3
	3,54
	4,29
	4,78
	3,99
	1,13
	6,29
	1,89
	3,27
	4,52
	2,65

	
	y
	18,31
	21,92
	16,93
	-8,23
	10,90
	24,18
	38,45
	24,11
	36,62
	30,42

	16
	x1
	-1,96
	-0,76
	-1,06
	-2,95
	-4,36
	0,16
	-2,66
	-3,14
	-2,12
	-0,96

	17
	x2
	-1,41
	-1,44
	0,45
	-0,98
	0,61
	0,52
	-1,48
	-1,09
	-1,60
	0,15

	18
	x3
	4,08
	4,42
	2,52
	-0,08
	2,14
	3,36
	7,35
	5,00
	7,04
	4,76

	
	y
	63,96
	44,39
	51,20
	58,44
	50,15
	44,51
	47,25
	35,24
	43,28
	32,03

	19
	x1
	3,05
	2,20
	0,65
	1,65
	1,92
	1,92
	0,89
	0,75
	2,79
	0,44

	20
	x2
	7,92
	4,71
	8,09
	8,35
	6,24
	4,39
	6,95
	3,67
	2,88
	3,71

	21
	x3
	6,70
	4,75
	7,01
	7,40
	5,97
	7,07
	6,19
	7,18
	6,67
	5,94

	
	y
	11,13
	3,49
	8,91
	14,83
	1,80
	13,50
	3,70
	-2,40
	10,00
	16,04

	22
	x1
	-0,05
	-0,04
	-0,88
	0,32
	-0,24
	-1,05
	0,57
	0,01
	0,40
	0,79

	23
	x2
	3,72
	4,21
	4,17
	5,64
	2,95
	6,85
	2,01
	1,92
	3,57
	2,95

	24
	x3
	0,51
	-2,26
	0,63
	0,07
	-1,78
	0,72
	-1,67
	-2,84
	-0,35
	1,45

	
	y
	58,46
	36,05
	31,17
	16,17
	11,16
	69,23
	58,08
	43,13
	73,24
	42,86

	25
	x1
	0,22
	-3,05
	-1,76
	-1,25
	-0,45
	-0,80
	-0,26
	-3,07
	-1,27
	-3,05

	26
	x2
	4,62
	2,93
	4,18
	1,63
	0,00
	5,16
	3,70
	7,22
	6,08
	3,86

	27
	x3
	2,06
	5,45
	1,01
	1,04
	1,13
	4,73
	3,92
	1,02
	4,92
	5,38

	
	y
	66,58
	36,05
	64,63
	33,19
	26,70
	55,31
	18,70
	22,95
	38,24
	9,18

	28
	x1
	3,44
	1,72
	2,06
	3,07
	0,99
	7,65
	2,92
	3,53
	4,10
	-0,47

	29
	x2
	-0,78
	-0,38
	1,54
	-0,93
	-0,83
	1,82
	-2,14
	0,49
	1,29
	-1,22

	30
	x3
	7,90
	4,00
	7,94
	2,68
	3,13
	2,16
	0,74
	0,24
	2,12
	1,42


Задания:
1. По заданной таблице значений xi и yi составьте точечный график и методом наименьших квадратов найдите и уточните приближающую функцию в виде линейной функции. Постройте график линейной функции с учетом поправки. Для найденной функции вычислите сумму квадратов уклонений. 

2. По заданной таблице значений xi и yi составьте точечный график и методом наименьших квадратов найдите и уточните приближающую функцию в виде функции квадратного трехчлена. Постройте график функции квадратного трехчлена с учетом поправки. Для найденной функции вычислите сумму квадратов уклонений. 
Контрольные вопросы.
 1.  В чем сущность метода наименьших квадратов?

2. Какие функции MathCAD реализует линейную аппроксимацию методом наименьших квадратов?

3. Какой диапазон изменения значений коэффициента корреляции?

4.  Что такое эмпирическая формула и как ее подобрать?

5.  Перечислите типовые функции регрессии.

Практическая работа №8
Показательная функция.

Цель: Овладение практическими навыками построения эмпирических формул методом наименьших квадратов для экспоненты.

Теоретические обоснования

Показательная зависимость имеет вид
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Если найденная на опыте зависимость 
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Рисунок 2 График показательной функции

Найдем коэффициенты 
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  для исходной таблицы 1, если известно, что приближающую функцию целесообразно искать в виде показательной функции (6).

          Прологарифмируем равенство (6) :
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Таким образом приближающая показательная функция нехитрыми преобразованиями сведена к линейной, следовательно, для определения коэффициентов 
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 показательной функции можно воспользоваться выведенной для линейной функции формулой 


[image: image96.wmf]k

n

x

y

x

y

n

x

x

i

i

i

n

i

i

i

n

i

n

i

i

i

n

i

n

=

-

-

=

=

=

=

=

å

å

å

å

å

1

1

1

2

2

1

1

(

)

;


(9)


Итак, для нахождения приближающей функции в виде (6) нужно прологарифмировать значения функции в исходной таблице 1 и, рассматривая их совместно с исходными значениями аргумента, построить для новой таблицы 3 приближающую функцию вида (8).

Таблица 1 




Таблица 3
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Окончательно получаем:
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Рисунок 3 – График логарифмической функции

Замечание: формулам 
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соответствуют кривые, изображенные на рисунках 1 и 2, сдвинутые вверх или вниз на величину 
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. Например, кривая, изображенная на рисунке 3, соответствует формуле 
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 Чтобы найти параметры этих формул, следует сначала определить значение 
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.

 Иногда величину 
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 можно легко найти по значению, к которому стремится 
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 при возрастании 
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 (для формулы 10 при 
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). Можно также воспользоваться формулой
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где 
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 и 
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 — ординаты произвольных (но достаточно далеких) точек с абсциссами 
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,
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, а ордината 
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 соответствует абсциссе 
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 в случае формулы (10) и абсциссе 
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 в случае формулы (11).


Логарифмическая функция. Будем искать приближающую функцию в виде 
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Для перехода к линейной функции достаточно выполнить подстановку 
[image: image124.wmf]t
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Отсюда следует, что для нахождения значений a и b нужно прологарифмировать значения аргумента в исходной таблице 1 и для новой таблицы 4 найти приближающую функцию в виде линейной y=at+b. Коэффициенты a и b найденной функции подставить в формулу 2.14.
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Окончательно получим:
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Рисунок 4 График логарифмической функции

Указание по выполнению работы. Задания выполняются с помощью математического процессора MathCad и графической программы Advanced Grapher.

Теоретические упражнения.

Постановка задачи метода наименьших квадратов; метод нахождения параметров приближающей функции в общем виде y = f(x, a, b, c); нахождение приближающей функции в виде линейной функции и квадратного трехчлена; нахождение приближающей функции в виде других элементарных функций: степенной, показательной, дробно-линейной, логарифмической, гиперболы дробно-рациональной.

Практические задания

Варианты к заданиям:
	№
	y
	79,31
	57,43
	60,66
	92,55
	90,12
	71,30
	70,50
	91,52
	68,31
	58,56

	1
	x1
	5,84
	3,82
	6,19
	9,22
	7,87
	6,29
	4,43
	8,91
	5,34
	2,21

	2
	x2
	6,04
	6,33
	4,86
	5,91
	4,96
	5,58
	6,15
	6,13
	4,65
	5,49

	3
	x3
	4,22
	2,90
	1,68
	3,34
	4,21
	2,89
	4,15
	3,41
	3,37
	4,41

	
	y
	82,16
	61,02
	44,56
	82,52
	99,17
	70,24
	63,23
	66,48
	48,35
	40,24

	4
	x1
	0,12
	-3,48
	-4,45
	-6,19
	1,81
	-3,81
	0,84
	-2,08
	-1,28
	5,44

	5
	x2
	2,91
	2,94
	6,35
	6,58
	3,80
	6,43
	0,57
	5,96
	3,40
	4,55

	6
	x3
	6,43
	6,10
	2,55
	7,33
	6,72
	4,86
	5,64
	3,87
	3,27
	4,02

	
	y
	65,72
	58,05
	60,05
	55,79
	50,83
	47,69
	44,49
	59,74
	56,81
	45,82

	7
	x1
	5,14
	5,59
	4,33
	4,59
	4,21
	3,78
	4,23
	5,61
	4,87
	3,87

	8
	x2
	4,23
	1,40
	4,07
	2,93
	3,44
	1,09
	1,82
	2,43
	3,85
	0,97

	9
	x3
	5,46
	2,73
	6,49
	4,26
	2,39
	6,46
	0,86
	2,05
	1,93
	4,99

	
	y
	55,65
	67,68
	105,2
	85,02
	52,76
	58,86
	72,19
	61,09
	70,44
	51,67

	10
	x1
	9,11
	9,35
	8,90
	9,22
	8,74
	8,98
	8,77
	9,31
	8,81
	9,14

	11
	x2
	1,52
	3,24
	6,63
	7,15
	2,96
	1,73
	7,44
	3,70
	2,00
	2,63

	12
	x3
	2,51
	3,74
	8,70
	5,36
	1,89
	3,01
	3,59
	2,64
	4,77
	1,60

	
	y
	22,81
	28,42
	24,95
	26,96
	8,78
	36,55
	15,77
	22,89
	27,99
	14,45

	13
	x1
	0,06
	2,36
	-3,14
	2,10
	-4,89
	0,74
	-0,22
	1,63
	-0,13
	-4,97

	14
	x2
	6,82
	7,03
	7,08
	7,08
	7,97
	8,66
	6,98
	6,41
	8,32
	7,31

	15
	x3
	3,54
	4,29
	4,78
	3,99
	1,13
	6,29
	1,89
	3,27
	4,52
	2,65

	
	y
	18,31
	21,92
	16,93
	-8,23
	10,90
	24,18
	38,45
	24,11
	36,62
	30,42

	16
	x1
	-1,96
	-0,76
	-1,06
	-2,95
	-4,36
	0,16
	-2,66
	-3,14
	-2,12
	-0,96

	17
	x2
	-1,41
	-1,44
	0,45
	-0,98
	0,61
	0,52
	-1,48
	-1,09
	-1,60
	0,15

	18
	x3
	4,08
	4,42
	2,52
	-0,08
	2,14
	3,36
	7,35
	5,00
	7,04
	4,76

	
	y
	63,96
	44,39
	51,20
	58,44
	50,15
	44,51
	47,25
	35,24
	43,28
	32,03

	19
	x1
	3,05
	2,20
	0,65
	1,65
	1,92
	1,92
	0,89
	0,75
	2,79
	0,44

	20
	x2
	7,92
	4,71
	8,09
	8,35
	6,24
	4,39
	6,95
	3,67
	2,88
	3,71

	21
	x3
	6,70
	4,75
	7,01
	7,40
	5,97
	7,07
	6,19
	7,18
	6,67
	5,94

	
	y
	11,13
	3,49
	8,91
	14,83
	1,80
	13,50
	3,70
	-2,40
	10,00
	16,04

	22
	x1
	-0,05
	-0,04
	-0,88
	0,32
	-0,24
	-1,05
	0,57
	0,01
	0,40
	0,79

	23
	x2
	3,72
	4,21
	4,17
	5,64
	2,95
	6,85
	2,01
	1,92
	3,57
	2,95

	24
	x3
	0,51
	-2,26
	0,63
	0,07
	-1,78
	0,72
	-1,67
	-2,84
	-0,35
	1,45

	
	y
	58,46
	36,05
	31,17
	16,17
	11,16
	69,23
	58,08
	43,13
	73,24
	42,86

	25
	x1
	0,22
	-3,05
	-1,76
	-1,25
	-0,45
	-0,80
	-0,26
	-3,07
	-1,27
	-3,05

	26
	x2
	4,62
	2,93
	4,18
	1,63
	0,00
	5,16
	3,70
	7,22
	6,08
	3,86

	27
	x3
	2,06
	5,45
	1,01
	1,04
	1,13
	4,73
	3,92
	1,02
	4,92
	5,38

	
	y
	66,58
	36,05
	64,63
	33,19
	26,70
	55,31
	18,70
	22,95
	38,24
	9,18

	28
	x1
	3,44
	1,72
	2,06
	3,07
	0,99
	7,65
	2,92
	3,53
	4,10
	-0,47

	29
	x2
	-0,78
	-0,38
	1,54
	-0,93
	-0,83
	1,82
	-2,14
	0,49
	1,29
	-1,22

	30
	x3
	7,90
	4,00
	7,94
	2,68
	3,13
	2,16
	0,74
	0,24
	2,12
	1,42


Задания:
3. По заданной таблице значений xi и yi составьте точечный график и методом наименьших квадратов найдите и уточните приближающую функцию в виде показательной функции. Постройте график показательной функции с учетом поправки. Для найденной функции вычислите сумму квадратов уклонений. 

Контрольные вопросы

 1.  В чем сущность метода наименьших квадратов?

2. Какие функции MathCAD реализует линейную аппроксимацию методом наименьших квадратов?

3. Какой диапазон изменения значений коэффициента корреляции?

4.  Что такое эмпирическая формула и как ее подобрать?

5.  Перечислите типовые функции регрессии.

Практические задания

Практическая работа №9
Дробно-линейная функция.

Цель: Овладение практическими навыками построения эмпирических формул методом наименьших квадратов для дробно-линейных функций.

Основные теоретические положения

Пусть в результате измерений в процессе опыта получена таблица

	x
	x1
	x2
	…
	xn

	f(x)
	y1
	y2
	…
	yn


Нужно найти формулу, выражающую эту зависимость аналитически.

Можно, разумеется, применить метод интерполяции: построить интерполяционный многочлен, значения которого в точках x1, x2, … xn будут совпадать с соответствующими значениями f(x) из таблицы. Однако совпадение значений в узлах иногда может вовсе не значить совпадения характеров поведения исходной и интерполирующей функций. Требование неукоснительного совпадения значений в узлах выглядит тем более неоправданным, если значения функции f(x) получены в результате измерений и являются приближенными.

Поставим задачу так, чтобы с самого начала учитывался характер исходной функции: найти функцию заданного вида y=F(x), которая в точках x1, x2, … xn принимает значения, как можно более близкие к табличным значениям y1, y2,… yn .(уточнение выражения «более близкие»  будет приведено ниже)

Практически вид приближающей функции F можно определить следующим образом. По данным таблицы строится точечный график функции, а затем как на рисунке проводится плавная кривая, по возможности наилучшим образом отражающая характер расположения точек. По полученной таким образом кривой устанавливается вид приближающей функции( обычно из числа простых по виду аналитических функций)
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Следует заметить, что строгая функциональная зависимость для экспериментально полученной таблицы наблюдается редко, так как каждая из участвующих величин может зависеть от многих случайных факторов. Приближающая функция( ее называют эмпирической формулой, или уравнением регрессии y на x) интересна тем, что позволяет находить значения функции f(x) для нетабличных значений x, «сглаживая» результаты измерений величины y. Оправданность такого подхода определяется, в конечном счете, практически полезностью полученной формулы.

Рассмотрим один из распространенных способов нахождения эмпирической формулы. Предположим, что приближающая функция F в точках x1, x2, .. xn имеет значения
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Требование близости табличных значений y1, y2,… yn .и значений (1) можно истолковать следующим образом. Будем рассматривать совокупность значений функции f(x) из таблицы как координаты двух точек n- мерного пространства. С учетом этого задача приближения функции f может быть переформулирована следующим образом: найти такую функцию F заданного вида, чтобы расстояние между точками M(y1, y2,… yn)  и 
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 было наименьшим. Если воспользоваться метрикой евклидова пространства, то это условие сводится к требованию, чтобы величина 
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 была наименьшей. Легко видеть, что это требование равносильно следующему: чтобы была наименьшей сумма квадратов                             
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Итак, задача приближения функции f теперь формулируется следующим образом: для функции f, заданной таблицей, найти функцию F определенного вида, чтобы сумма квадратов (2) был наименьшей 

Эта задача носит название задачи приближения функции методом наименьших квадратов.

В качестве приближающих функций в зависимости от характера точечного графика функции f часто используют следующие функции:
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Здесь a, b, c,m – параметры. Когда вид приближающей функции установлен, задача сводится только к отысканию значений параметров.

Рассмотрим метод нахождения параметров приближающей функции в общем виде на примере приближающей функции с тремя параметрами
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Итак, имеем 
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 i=1,2, …, n Сумма квадратов разностей соответствующих значений функций f и F будет иметь вид


[image: image145.wmf](

)

[

]

å

=

F

=

-

n

i

i

i

c

b

a

c

b

a

x

F

y

1

2

)

,

,

(

,

,

,


Эта сумма является функцией 
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 трех переменных(параметров a, b и c) Задача сводится к отысканию минимума этой функции. Используем необходимое условие экстремума функции трех переменных:
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которое в данном случае примет вид:
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 Решив эту систему из трех уравнений с тремя неизвестными относительно параметров a, b и с, мы получим конкретный вид искомый функции F(x, a, b, c). Как видно из рассмотренного примера, изменение параметров не приведет к сущности самого подхода, а выразится лишь в изменении количество уравнений в системе (4)

Естественно ожидать, что значения найденной функции F(x, a, b, c) в точках 
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будут отличатся от табличных значений 
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 Значения разностей
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 (i=1, 2, …, n) (5) называются отклонениями( или уклонениями) измеренных значений y от вычисленных по формуле (3)  Для эмпирической формулы (3) в соответствии с исходной таблицей можно найти сумму квадратов отклонений 
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, которая в соответствии с принципов наименьших квадратов для заданного вида приближающей функции( и найденных значений параметров) должна быть наименьшей. Из двух приближений одной и той же табличной функции, согласно принципу наименьших квадратов, лучшим является то, для которого σ имеет наименьшее значение

Покажем, как нахождение приближающей функции с двумя параметрами F(x, a, b) в виде различных элементарных функций может быть сведено к нахождению параметров линейной функции

Будем искать приближающую функцию в виде
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Равенство (5) перепишем следующим образом: 
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     Из последнего равенства следует, что для нахождения значений параметров a и b по заданной таблице нужно составить новую таблицу, в которой значения аргумента оставить прежними, а значения функции заменить обратными числами. После этого для полученной таблицы найти приближающую функцию вида ax+b. Найденные значения параметров a и b подставить в формулу (5)

Практические задания

Построить приближающую функцию методом наименьших квадратов для зависимости, заданной таблицей. 

	x
	1.1
	1.7
	2.4
	3.0
	3.7
	4.5
	5.1
	5.8

	y
	0.3
	0.3
	1.1
	1.7
	2.3
	3.0
	3.8
	4.6


Контрольные вопросы

1.  В чем сущность метода наименьших квадратов?

2. Какие функции MathCAD реализует линейную аппроксимацию методом наименьших квадратов?

3. Какой диапазон изменения значений коэффициента корреляции?

4.  Что такое эмпирическая формула и как ее подобрать?

5.  Перечислите типовые функции регрессии.

Практическая работа №10
Критерии значимости.
Цель: Овладение практическими навыками проверки гипотез.
Теоретические сведения
Различные статистические оценки выборки являются выборочными оценками соответствующих характеристик случайной величины.

Выборочное среднее (обозначается как М или [image: image156.png]


) является оценкой математического ожидания и определяется как среднее арифметическое всех элементов выборки:

M = [image: image157.png]


.
Выборочное среднее можно также выразить через частоты различных элементов выборки:

M = p1x1 + … + pnxn ,
где в суммировании участвуют только различные значения хі.

Выборочное среднее обладает тем свойством, что сумма отклонений всех наблюдений от этого числа равна 0, т. е. наблюдения превышающие среднее, уравновешиваются наблюдениями, значения которых ниже среднего.

Пример 1. Для выборки, состоящей из 8 значений: 1, 1, 3, 4, 8, 9, 10, 12 среднее равно (1 + 1+ 3 + 4 + 8 + 9+10+ 12)/8 = 48/8 = 6.

Важную роль при анализе связей между переменными играет сумма квадратов отклонений наблюдений от среднего (обозначается как SS):

SS = (x1 –M)2 + …+ (xn – M)2
В практических расчетах удобно пользоваться другим выражением суммы квадратов (получаемым из исходного путем тождественных преобразований):

SS = (x12 – 2M x1 M2) + … + (xn2- 2M xn M2) = (x12 + … + xn2) – 2M (x1 + … + xn) + nM2 = 
= (x12 + … + xn2) - nM2.

Выборочной оценкой дисперсии (обозначается как S2, σ2) является сумма квадратов отклонений, деленная на число наблюдений за вычетом 1:

S2 = [image: image158.png]S5 [y =M + .+ (xy —M)?]
(n-1) (n-1)



.
Эта оценка дисперсии является несмещенной (т. е. ее математическое ожидание совпадает с истинным значением дисперсии случайной величины). Иногда в качестве выборочной оценки дисперсии используют величину SS /п. В теории статистического оценивания доказывается, что эта оценка является смещенной, поэтому предпочтительнее пользоваться оценкой, приведенной выше. В различных компьютерных системах анализа данных, начиная от калькуляторов со встроенными статистическими функциями, реализованы различные варианты оценки дисперсии — смещенная или несмещенная (в некоторых случаях обе), на что следует обращать внимание.

Среднеквадратичное (стандартное) отклонение среднего (обозначается как S, σ) определяется как квадратный корень из дисперсии:

S = [image: image159.png]


.
Пример 2. Для выборки из примера 1.

SS = (1 – 6)2 + (1 - 6)2 + (3 – 6)2 + (4 – 6)2 + (8 – 6)2 + (9 – 6)2 + (10 – 6)2 + (12 – 6)2 =

= (-5)2 + (-5)2 + (-3)2 +22 + 22 +32 + 42 + 62 = 128,

S2 = SS/7 = 18,29

S = [image: image160.png]V18,29



= 4,28

Выборочное среднее чувствительно к «экстремальным» значениям, сильно отклоняющимся от остальных значений выборки. Тем более чувствительны к появлению нетипичных для выборки значений оценки, характеризующие рассеяние относительно среднего.

Пример 3. Если бы в вариационном ряду из примера 5 последнее значение составляло не 12, а 42, то выборочное среднее равнялось бы 9,75 (т.е. увеличилось бы на 22%), а стандартное отклонение — 13,5 (увеличение более чем в 3 раза).

Вышеупомянутая ситуация иллюстрирует тот факт, что на практике всегда полезно внимательно относиться к первичным данным и прежде чем использовать математические алгоритмы статистического анализа, оценивать визуально их качество, наличие «экстремальных» отклонений, возможность возникновения артефактов и в соответствии с этим принимать решение о том, стоит ли осуществлять статистическую обработку или, может быть, повторить эксперимент. Иногда в таких случаях отбрасываются крайние значения выборки и дальнейший анализ производится без них, но это решение должно быть осознанным и обоснованным.

При описании экспериментальных данных в литературе нередко приводится такая характеристика, как стандартная ошибка среднего (обычно обозначается как т, а диапазон значений среднего с учетом ошибки указывается в виде М±т). Стандартная ошибка среднего определяется как стандартное отклонение, деленное на корень квадратный из числа наблюдений:

M = [image: image161.png]3@



.
Эта величина, в отличие от всех других рассматриваемых в данном пункте оценок, не является оценкой какого-либо из параметров распределения случайной величины, но характеризует точность оценки среднего по имеющимся данным. Стандартная ошибка среднего зависит от числа наблюдений: с увеличением числа испытаний она уменьшается (до сколь угодно малых величин при достаточно больших п). Приведенная выше формула для оценки стандартной ошибки среднего справедлива только для нормального распределения.

Доверительный интервал. Исключение грубых ошибок измерений.

Теоретические сведения

Если в процессе эксперимента для статистики получено некоторое значение, то значит оно принадлежит области I(, вероятность которой близка к 1. Эту вероятность называют доверительной вероятностью. Её обозначают (. По ней строят интервал, накрывающий значение оцениваемого параметра с вероятностью (. Его и называют доверительным интервалом с уровнем доверия (. Область I( и доверительный интервал по ней строятся в соответствии с распределением вероятностей используемой статистики.

Величина уровня доверия влияет на величину интервала: чем больше уровень доверия, тем шире интервал. Уровень доверия выбирается из соображений допустимого риска.

Формула для доверительного интервала для математического ожидания ( нормального распределения с уровнем доверия ( для случая, когда известно среднеквадратическое отклонение распределения (:
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Формула для доверительного интервала для математического ожидания ( нормального распределения с уровнем доверия ( для случая, когда среднеквадратическое отклонение распределения ( неизвестно:
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Пример. Для проверки фасовочной установки были отобраны и взвешены 20 упаковок. Получены следующие результаты (в граммах):

	246
	247
	247,3
	247,4
	251,7
	252,5
	252,6
	252,8
	252,8
	252,9

	253
	253,6
	254,6
	254,7
	254,8
	256,1
	256,3
	256,8
	257,4
	259,2


Найти доверительный интервал для математического ожидания с надёжностью 0,95, предполагая, что измеряемая величина распределена нормально.

Решение. Находим точечные оценки a и (:
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Определяем по таблице распределения Стьюдента для доверительной вероятности (=0,95 и числу степеней свободы (n-1)=19 соответствующее значение t(=2,093 и по формуле  находим искомый интервал: 
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или 251,27( а( 254,69.

Статистические критерии. Критерий Колмогорова.

Пусть [image: image168.png]F,(x)



 –эмпирическая функция распределения случайной величины [image: image170.png]


, представленной выборкой[image: image172.png]


:

 [image: image174.png]0,x < x5

F() =4 s £x<x,lsisn-1;
Lxzx,




Для проверки нулевой гипотезы [image: image176.png]Hy: F, (x) = o(x)



, где [image: image178.png]o(x)



–полностью определенная (с точностью до параметров) теоретическая функция распределения, рассматривается расстояние между эмпирической и теоретической функциями распределения

 [image: image180.png]= sup . [F.() - o5
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Здесь [image: image186.png]sup, inf



 –точные верхняя и нижняя границы соответствующих разностей.

Для практического применения используются формулы

 [image: image188.png]%) b, = max(D},D5)





 Предельное распределение статистики [image: image190.png]


 (при [image: image192.png]n— ==



)[3]. Если верна гипотеза [image: image194.png]


, то независимо от функции [image: image196.png]o(x)



, случайная величина [image: image198.png]


 имеет распределение Колмогорова [5]:

 [image: image200.png]



Смирнов развил результаты Колмогорова на случай статистик [image: image202.png]D;,D;



.

Между критическими значениями [image: image204.png]D, D} (D)



существует соотношение [image: image206.png]D; (a)(D; () = D, (20)(x - yposers suaummocr)



.

В качестве первого приближения можно использовать соотношение

 [image: image208.png]. = {Em ) 0@ = En )




Если [image: image210.png]D, > D,(a)



, гипотеза согласия ([image: image212.png]


) отклоняется на уровне значимости [image: image214.png]


.

При [image: image216.png]


 полезна аппроксимация

 [image: image218.png]



Распределение которой удовлетворительно описывается распределением хи-квадрат с [image: image220.png]


степенями свободы.

При [image: image222.png]


необходимо использовать более точное приближение

 [image: image224.png]



где [image: image226.png]


для [image: image228.png]


, при [image: image230.png]001=a=02



и [image: image232.png]0,005 =«



. Наиболее просты в приложениях результаты Стефенса, который предложил преобразования статистик [image: image234.png]p=

7,D,,



устанавливающие зависимость их процентных точек [image: image236.png]


от объема выборки [image: image238.png]


:

 [image: image240.png]b,=D, (\/; +0275—





 [image: image242.png]57 = ;0 (\/; 012+





Первые две аппроксимации используются соответственно для нижних и верхних процентных точек. Критические значения статистик Стефенса приведены в таблице 1.

Таблица 1 – Процентные точки статистик [image: image244.png]FH)




	[image: image245.png]



	0,150
	0,100
	0,050
	0,025
	0,010

	[image: image246.png]



	0,973
	1,073
	1,224
	1,358
	1,518

	[image: image247.png]



	1,138
	1,224
	1,358
	1,480
	1,628


Практические задания

Пример 1. Проверка однородности двух выборок 
Были осуществлены две проверки торговых точек с целью выявления недовесов. Полученные результаты сведены в таблицу:

	
Номер интервала
	
Интервалы недовесов, г
	
Частоты

	
	
	
Выборка 1
	
Выборка 2

	
1
	
0 – 10
	
3
	
5

	
2
	
10 – 20
	
10
	
12

	
3
	
20 – 30
	
15
	
8

	
4
	
30 – 40
	
20
	
25

	
5
	
40 – 50
	
12
	
10

	
6
	
50 – 60
	
5
	
8

	
7
	
60 – 70
	
25
	
20

	
8
	
70 – 80
	
15
	
7

	
9
	
80 – 90
	
5
	
5


Объем первой выборки был равен [image: image248.png]


, а второй – [image: image249.png]


.

Можно ли считать, что на уровне значимости [image: image250.png]a=0.05



по результатам двух проверок (случайных выборок) недовесы овощей описываются одной и той же функцией распределения?
 Таблица 2 – Критические значения для критерия согласия Колмогорова

	Уровень значимости б
	0,01
	0,05
	0,1
	0,2

	[image: image251.png]D, ()




	1,63
	1,36
	1,22
	1,07


Таблица 3 – Критические значения для критерия согласия Смирнова

	Уровень значимости б
	0,001
	0,01
	0,05
	0,1

	[image: image252.png]W2(c
<)




	1,168
	0,743
	0,461
	0,347
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